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LEGONS 


DE 


 TRIGONOMÉTRIE 


LIVRE TI. 


ÉTUDE DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 


CHAPITRE I. 
Définition des fonctions circulaires. 


— 


4. — Deux quantités qui varient simultanément, de manière 
que la variation de Fune entraîne la variation de l'autre, sont 
dites fonctions l'une de l’autre. Ainsi la surface d’un cercle 
croît avec le rayon, c'est une fonction du rayon ; l’espace que 

' parcourt un corps en tombant est une fonction du temps ; réci- 
proquement, le temps est une fonction de l’espace parcouru. La 
force élastique maximum de la vapeur d'eau pour une tempé- 
rature donnée augmente avec la température ; c’est une fonc- 
tion de la température. 

On considère ordinairement l’une des deux quantités comme 
variant d’une manière arbitraire, on l'appelle variable indé- 
pendante ; l'autre, dont.la kie- S par celle 
de la première, est la fonction proprerènt ite., À 

Lorsque la relation qui existe entre les variables peut être 

1 
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exprimée par une équation qui ne renferme que les signes des 
opérations arithmétiques : addition, soustraction, multiplica- 
tion, division, élévation à une puissance donnée, extraction 
d'une racine de degré connu, la fonction est dite algébrique. 
On n’a d’abord étudié que les fonctions de cette nature. Plus 
tard on a introduit dans les mathématiques des fonctions telles 
que la relation qui existe entre la fonction et la variable indé- 
pendante n'est pas susceptible d’être exprimée par les signes 
d'opérations simples que nous venons de rappeler; on leur a 
donné le nom de fonctions transcendantes. Le logarithme d'un 
nombre est une fonction transcendante de ce nombre. Telles 
sont aussi les fonctions circulaires, dont l'étude si importante 
est l'objet de la trigonométrie. 


-ARCS POSITIFS, ARCS NÉGATIFS, 


2. — Soit un cercle (fig. 1) dont on prendra le rayon pour 
unité de longueur ; concevons qu’un mobile parte d’un point 
fixe A, et se meuve sur la circonférence dans un sens ou dans 
l’autre. ; 

Pour distinguer ces deux cas, nous regarderons l’arc décrit 
comme positif, si le mobile se meut dans un sens déterminé, 
par exemple dans le sens ABA’, comme négatif si le mobile 
se meut dans le sens contraire. Désignons par la lettre x 
Parc décrit par le mobile à partir du point A, et affecté du 
signe -+ dans le premier cas, du signe — dans le second cas. 

Le mobile peut se mouvoir indéfini- 
ment dans l’un ou l’autre sens ; il décrit 
une première circonférence ABA'’B'A, 
x croît de 0 à 2x; continuant son mou- 
vement, il décrit la circonférence une 
seconde, une troisième fois..., et æ croît 

Fig. 1 de 2r à 4r, de 4r à br... Si le mobile 
marche en sens inverse, il décrit une première circonférence 
AB'A'BA, x varie de Où — ?r ; puis une seconde, une troi- 
sième..., et l'arc x varie de — 9x à — 4r, de —4r à —6r... De 
la sorte x varie, d'uae part de 0 à +æ, d'autre part de 0 à —c. 
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SINUS. 


8. — Considérons le mobile dans une position quelconque, 
et du point qu’il occupe abaissons une perpendiculaire sur le 
diamètre A/A mené par le point de départ. Il se présente deux 
cas : le mobile se trouve, soit sur la demi-circonférence ABA’, 
par exemple en M ou en M’, soit sur la demi-circonférence 
AB'A’, par exemple en N ou en N’. La longueur de la perpen- 
diculaire, affectée du signe + dans le premier Cas, du signe — 
dans le second cas, s'appelle le sinus de Parc parcouru. Ainsi 
le sinus de l'arc AM est + MP; celui de l'arc AA/N’ est 
— N’P’. On désigne le sinus par la notation sin, abréviation 
de sinus. j 

On remarque que la perpendiculaire MP, sinus de l’arc AM, 
est la moitié de la corde MPN , qui sous-tend l’arc double MAN. 

Quand le mobile marche de A en B, c’est-à-dire quand x 
varie de 0 à + , le sinus croît de 0 à 1, et alors il atteint sa 
valeur la plus grande, son maximum. Quand le mobile marche 


de B en A’, c’est-à-dire quand x croît de Z à m, le sinus 
décroît de 1 à 0. Le mobile dépasse ensuite le point A’ et 
marche de A’ en B’, x croît de mà z, le sinus, devenu négatif, 


décroît de 0 à — 1, et alors il atteint sa valeur la plus petite, 
son minimum, Quand le mobile marche de B’ en A, c'est-à- 


dire quand x croît de = à 2r, le sinus croît de — 1 à 0 et 


revient à sa valeur initiale zéro. Le mobile a décrit la circon- 
_ férence entière ; il la décrit une seconde, une troisième fois……; 
et le sinus reprend les mêmes valeurs, quand le mobile repasse 
par les mêmes points de la circonférence. Donnons mainte- 
nant à x des valeurs négatives ; si l’on fait croître x de — 2% 
à 0, ou de — 4r à —9r, ou de — 6r à — 4r..., le mobile dé- 
crira la circonférence ABA’B’, et les mêmes valeurs du sinus 
se reproduiront encore, 
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On dit qu’une fonction est périodique, quand elle reprend la 
même valeur, lorsqu'on augmente la variable d'une quantité 
déterminée w ; cette quantité s'appelle l'amplitude de la pé- 
riode, ou simplement la période. Une fonction périodique est 
complétement déterminée, lorsqu'on connaît les valeurs qu'elle 
prend pour les diverses valeurs de la variable dans l'intervalle 
d'une période, par exemple de 0 à w. Il résulte de ce qui pré- 
cède que le sinus est une fonction périodique de l'arc; l'ampli- 
tude de la période est 2x. Si l'on augmente ou si l’on diminue 
l'arc d’un nombre quelconque de pre A le sinus ne 
change pas; on a donc la relation 


sin (lkr + x) = sin v, 


dans laquelle k désigne un nombre entier quelconque, positif 
ou négatif. 

La valeur du sinus reste comprise entre — 1 et +1, etil 
est à remarquer qué, dans chaque période, le sinus passe deux 


fois par la même valeur. Ainsi de 0 à F le sinus croît de 


0a +l; de ar, il décroît de +1 à 0; de rà 2, le sinus 


décroît de 0 à — 1 ; de ss à 2r, il croît de — 1 à 0. Il y a ex- 


ception pour la valeur maximum — 1, et pour la valeur mini- 
mum — 1; le sinus ne passe qu'une fois par chacune d'elles. 


TANGENTE. 


4. — Par le point de départ A menons une tangente indéfi- 
nie T’T (fig. 2) et considérons la portion de cette droite com- 
prise entre le point A et le prolongement 
du rayon mené du centre à la position du 
mobile, Il se présente deux cas : le rayon 
prolongé coupe la droite indéfinie, soit en 
T du côté ABA’, ce qui arrive lorsque le 
mobile est en M ou en N’, soit en T’ de 
l'autre côté, ce qui arrive lorsque le mo- 
bile est en M’ ou en N. Cette portion de 
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droite, affectée du signe + dans le premier cas, du signe — 
dans le second cas, s'appelle la tangente de l'arc parcouru. 
Ainsi la tangente de larc AM est + AT ; celle de l'arc AM’ 
est — AT’. On désigne la tangente par tang, abréviation du 
mot tangente. 


Quand x croît de 0 à = , la tangente croît à partir de 0, de 


manière à devenir plus grande que toute quantité donnée, ce 
qu'on exprime en disant que la tangente varie de zéro à lin- 
fini; quand le mobile passe en B, la tangente saute brus- 


quement de + œ à — œ ; quand z croît ensuite de àr, la 


tangente est négative et croît de — œ à 0. Supposons mainte- 
nant que le mobile parcoure la seconde moitié A’B’A de la 
circonférence, c’est-à-dire que æ croisse de 7 à 2x; on observe 
que pour deux arcs terminés en deux points diamétralement 
opposés, tels que Met N’, ou M’ et N, la tangente a la même 
valeur ; en général quand on ajoute à l’arc une demi-circonfé- 
rence, la tangente reprend la même valeur. La tangente est 
donc une fonction périodique de larc et la période est z, ce 
qu'on exprime par la relation 


tang (kr + æ) = tang x, 


dans laquelle 4 désigne un nombre entier quelconque, positif 
ou négatif. 

La tangente prend toutes les valeurs possibles, positives ou 
négatives, et dans chaque période elle ne passe qu'une fois par 
la même valeur. Ainsi l'arc variant de 0 à 5 , la tangente 
passe par toutes les valeurs positives de 0 à -+ œ; larc variant 


de 


T ; 
EJ à r, la tangente passe par toutes les valeurs négatives 


de — æ à 0. Au delà commence une nouvelle période: 
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SÉCANTE. 


5. — Sur la droite indéfinie qui va du centre à la position du 
mobile, considérons la longueur comprise entre le centre et 
la droite TT’ (fig. 2). Deux cas se présentent : cette longueur 
-est placée, ou suivant la direction même du rayon, ce qui 
arrive lorsque le mobile est en M ou en N, ou suivant la direc- 
tion opposée, ce qui arrive lorsque le mobile est en M’ ouen N’. 
Cette longueur OT ou OT", affectée du signe + dans le premier 
cas, du signe — dans le second cas, s'appelle la sécante de l'arc 
parcouru. Ainsi 


séc AM— +OT, séc AM'=— OT, séc AN’ —— OT, 
séc AN = + OT”. 


On désigne la sécante par la notation séc, abréviation du mot 
sécante. 


Quand x croît de 0 à D: la sécante croît de + 1 à +. 
Quand le mobile passe en B, la sécante saute brusquement 


de + œ à — œ. Quand x croît de F à x, la sécante croit de 


— œ à— 1; æ variant de x à Es ., la sécante décroît de — -d 
à— œ; en B’, elle saute brusquement de — œ à Ho; æ va- 


riant de a à 2r, la sécante décroît de -+ œ à -+ f. Mêmes 


variations de 2r à 4r, de 4r à 6r, de — 2r à 0.... Ainsi la sé- 
cante est une fonction périodique de larc et ?x est la période, 
ce qu’on exprime par la formule 


séc (lkr + x) = séc æ. 


Dans chaque période, la fonction prend deux séries’de va- 
leurs allant, l'une de + 1 à -+ œ, l’autre de — 1 à — œ. La 
sécante prend donc toutes les valeurs, excepté celles qui sont 
comprises entre — 1 et + 1, et elle passe deux fois par chacune 
d'elles. 
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FONCTIONS COMPLÉMENTAIRES. 


6. — On dit que deux arcs sont complémentaires, lorsque la 
- ? r ,® 
somme de ces deux arcs est égale à un quart de circonférence, 


c'est-à-dire à 3; le complément de l'arc g est 5 z. Quand 


: T QE 
larc est plus petit que Gr» Son asie est positif; mais 


quand l'arc est plus grand que — , son complément est néga- 


à 1 
tif. Ainsi le complément de l'arc AM (fig. 3) est + BM; le com- 
plément de larc AM’ est — BM’. 

On appelle cosinus, cotangente, cosécante d'un arc, le sinus, 
la tangente, ou la sécante de l'arc complémentaire. 

Imaginons qu'un second mobile parte du point B et décrive 
un arc que l’on regardera comme positif si le mobile se meut 
dans le sens BAB’A’, comme négatif si 
le mobile se meut en sens contraire ; on 
voit que si deux mobiles, partis, l’un de 
A, l’autre de B, ont parcouru des arcs 
complémentaires, ils arriveront au même 
point de la circonférence. Il en résulte 
que le cosinus d’un arc est égal à la per- 
pendiculaire MQ abaissée de la position 
du mobile sur la droite BB, perpendiculaire affectée du signe 
— si le mobile est sur la demi-circonférence BAB, du signe— 
si le mobile est sur la demi-circonférence BA'’B'; ou, ce qui 
est la même chose, le cosinus est égal à la distance OP ou OP’ 
du centre au pied du sinus, distance affectée du signe + si elle 
est comptée sur OA, du signe — si elle est comptée sur OA’. 

Ceci permet de suivre aisément sur la figure les variations 


Fig. 3. 


du cosinus : quand g croît de 0 à — , le cosinus décroît de +1 


à 0; æ variant de F à r, le cosinus devient négatif et décroît 


de 0 à — 1; quand g varie de x à = , le cosinus croît de — 1 
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à 0; enfin, quand x varie de = à 2r, le cosinus redevient po- 


‘sitif et croît de 0 à + 1. Mêmes variations de 2 à 4r, etc. 
_ Ainsi le cosinus est une fonction périodique de l'arc, ayant 
-2m pour période. Cette propriété résulte d’ailleurs immédiate- 


ment de la définition ; quand l'arc æ varie de 2r, l'arc F — à 


varie aussi de ?r, et par conséquent cos æ ou sin ($ | 
reprend la même valeur. E ' 
Menons au point B une tangente indéfinie S'S au SEE, la 
portion BS ou BS de cette droite déterminée par le prolonge- 
ment du rayon mobile, et affectée du signe ++ ou du signe — 


suivant qu'elle est dr A sur BS où sur BS’, est la cotan- 


gente de l'arc x. Quand x värie de 0 à — ya la cotangente dé- 
croît de + œ à 0; x dépassant à etvariant de F à x, la co- 
tangente devient négative, et décroît de 0 Eae Quand on 
ajoute r à un arc, on passe d’un point M au point diamétrale- 
ment opposé M’ (fig. 4), et la cotangente reprend la même va- 
leur. Aïnsi la cotangente est une fonction périodique de e l'arc, 
et la période est x. 

De même, la cosécante est la longueur OS, affectée du signe 
+, quand elle est placée suivant la direction même du rayon, 
du signe — me ps elle est placée en sens contraire. Quand æ 
varie de 0à — ş , la cosécante décroît de + à + a variant 
a 1e à m, la cosécante croît au contraire de + 1 kiap 
quand x dépasse.r, la cosécante saute brusquement de + æ, à 
— œ; elle croît ensuite de — œ à — 1, pour décroître.enfin 
de — { à — œ; la fonction est périodique et la période est 27, 
comme celle de la sécante. 


FORMULES DIVERSES. 


7 — Si l’on augmente ou si l’on diminue un arc d’une demi- 
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circonférence, on passe d’un point M au point diamétralemen t 
opposé M’ (fig. 4). Les deux fonctions tangente et cotangente, 
As S qui admettent la période 7, ne changent 
pas ; mais les quatre autres fonctions, si- 
nus, .cosinus, sécante et cosécante, dont 
la période est ?2r, changent de signe en 
conservant la même valeur numérique, 
Ainsi, dans la figure, le sinus du premier 
arc est + MP, celui du second — M'P’; 
le cosinus du premier arc est -+ OP, celui 
Fig. 4. du second — OP’; la sécante du premier ` 
arc est + OT, celle du second — OT ; la cosécante du premier 
arc est + OS, celle du second — OS. On a donc 


sin (x + x) —— sin 7, 
cos (x + 2) — — cos x, 
séc (x + x) = — séc x, 


coséc (x -+ x) —— coséc x. 


8. — Quand on change le signe d’un arc, on passe d’un point 
i -M à un autre point M’, symétrique du. 
premier, par rapport au diamètre- AA’ 
(fig. 5). On voit que deux arcs égaux etde 
signes contraires ont même cosinus OP,: 
et que les sécantes OT et OT’ sont aussi 
égales et de même signe. Mais le sinus, là 
tangente, la cotangente et la cosécante 
changent de signe, tout en conservant la 
même valeur numérique. On a donc 


cos (— 2) = coss, 
séc (— x) = SÉC x, 


sin (— £) = — sin #, 
tang (— x) = — tang x, 

cot (— x) = — cot x, i 
coséc (— z) = — COSÉC V. 
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Lorsqu'une fonction ne change pas quand on change le 
signe de la variable, on dit que la fonction est paire, par ana- 
logie avec les polynômes entiers qui ne renferment que des 
puissances paires de x. Si la fonction change de signe en con- 
servant la même valeur numérique, on dit qu’elle est im- 
paire. Le cosinus et la sécante sont des fonctions paires ; le 
sinus, la tangente, la cotangente et la cosécante sont Res fonc- 
tions impaires. 


9. — Des formules précédentes on déduit celles-ci : 


sin (5+ z)= cos (— x) = cos ?, 


cos ($ -+ z) = sin (— £) = — sin +, 
tang (4 -À- z) = cot (— £) = — cot x, 
oE 2) = tang (— x) = — tang % 
séc ($ + z) = Coséc (— x) = — COSÉC x 
d 


A l'aide de ces formules, on exprime les fonctions circu- 
laires d’un arc donné au moyen des fonctions circulaires d’un 


. LE 
arc compris entre 0 et CE 


20. — On dit que deux arcs sont supplémentaires, quand leur 
somme est égale à une demi-circonférence, ou à ~. Il est aisé de 
voir que les extrémités de deux arcs supplémentaires sont si- 
tuées sur une parallèle MM’ au diamètre AA’ (fig. 6). En effet, les 
deux arcs supplémentaires æ et x — # ont pour compléments 


T T ż 
r E et — 7 + zx; ces deux compléments sont des arcs 


égaux et de signes contraires comptés à partir du point B ; 
leurs extrémités M et M’ sont donc situées sur une perpendi- 
culaire MM’ au diamètre BB, et par msn ei sur une pa- 
rallèle à AA’. 
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Les sinus MP et M’P’ des deux arcs sup- 
plémentaires AM et AM’ sont égaux et de 
même signe, et de même les cosécantes 
OS et OS’. Les cosinus -+OP et — OP’ sont 
égaux et de signes contraires ; et il en est 
de même des tangentes, des sécantes et des 
cotangentes. On a donc : 


sin (x — x) = sin 7, 


COS (r — £) = — COS 7, 
Fig. 6. tang (r — x) = — tang x, 

cot (r — x) = — cot T, 

séc (t — £) = — SÉC x, 


coséc (m — x) = coséc g. 
Au reste, ces formules peuvent être déduites facilement de 
celles qui ont été établies aux n% 7 et 8. On a, en effet, 
sin (r — x) = — sin (— x) = sin 7, 
cos (x — x) = — COS (— x) = — COS 1. 


FONCTIONS CIRCULAIRES INVERSES. 


a£. — Nous avons considéré jusqu'ici les lignes trigonomé- 
triques comme des fonctions de l'arc; à un arc donné cofres- 
pond une valeur de chacune des lignes trigonométriques, et 
une seule. Inversement, on peut regarder l'arc comme fonc- 
tion æ une ligne trigonométrique ; mais à une même valeur de 
la ligne trigonométrique corresponaent 
une infinité d'arcs. 

Considérons d’abord la fonction inverse 
y= arc tang r. La tangente x est la va- 
riable indépendante, l'arc correspondant 
est la fonction. Donnons à æ une valeur 
quelconque AT (fig. 7), et par le point T 

Fig. 7. menons le diamètre TMM’ ; tous les arcs 
qui, partant du point A, aboutissent en M ou en M’, et ceux-là 
seulement, admettent la tangente donnée ; si l’on appelle « 
l’un de ces arcs, tous les autres seront compris dans la formule 
la (k étant un nombre entier quelconque positifou négatif). 
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Ainsi, à une valeur AT de la variablé x correspondent une 
infinité de valeurs kř + « de la fonction y. 
;¿ Par ce qui précède, la fonction 


y = arc tangs 


n'est pas suffisamment définie ; elle aura un sens précis, si 
l'on donne la valeur yọ de l'arc pour une valeur particulière x, 
de la variable, et si, faisant ensuite varier x d'une manière 
continue à partir de zg, on prend pour y larc qui varie 
d’une manière continue à partir de Yọ. Par exemple, si l'on 
suppose que l'arc ést nul en même temps que la tangente, la 


fonction y variera de 0 à s , quand g variera de 0 à + œ, et 
de 0 Ag» quand g variera de 0 à — co. 


12.— Considérons maintenant la fonction y = arc sin x. A 
la distance # menons une parallèle au diamètre AA’, du côté 
du point B ou du point B’, suivant que x a 

le signe -+ ou le signe — (fig. 8); si la va- 
‘leur donnée à x est comprise entre — 1 et 
+ t, cette parallèle coupera la circonfé- 
rence en deux points M et M’; tous lesarcs 
qui aboutissent en M ou en M’, et ceux-là 
| seulement, admettent le sinus donné. 
Fig. 8. Appelons « l’un de ces arcs, r— « sera 
un autre de ces arcs ; si le premier aboutit en M, le second 
aboutira en M’, et inversement ; tous les arcs qui aboutissent 
au même point que le premier sont compris dans la formule 
2kr-Ha; tous ceux qui aboutissent au même point que le second 
sont compris dans la formule 2kr+r—a, où (2k+4-1)r—a.. 

Si l’on donnait à æ la valeur + 1 ou la valeur — 1, les deux 

points M et M’ se confondraient en B ou en B’ et les deux for- 


mules se réduiraient en une seule 2kr + = ou 2kr — F A 


Afin de préciser le sens dé la fonction y = arc sin x, on peut, 
comme précédemment, donner la valeur de la fonction qui 
correspond à une valeur particulière de la variable, et suppo- 
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ser que y varie ensuite d’une manière continue avec œ. Par 
exemple, si l'arc y s’annule en même temps que le sinus +, 


quand x variera de 0 à 1, y variera de 0 à e , et quand d va- 


riera de 0 à — 4, y variera de 0 a= 


Si, après avoir fait croître la variable x de 0 à 1, on là ‘fait 
ensuite diminuer de { à 0, il y a incertitude dans la marche de 


la fonction; la fonction y a augmenté d'abord de 0 a z ; elle 


peut ensuite, tout en restant continue, augmenter de F à r, 


ğ . . T “ 
ou diminuer de F à 0. 


Appelons « et «, deux arcs qui ont le même sinus ; on aura 
a = 2hr + à, Où q = (2k + 1yr — x; on en déduit «y — « 
= ?kr, Où a + a = (2k + 1)r. Ainsi, pour que deux arcs 
aient le même sinus, il est nécessaire et il suffit que leur 
différence soit égale à un multiple pair de 7, ou leur somme à 
un multiple impair de r. 


13. — La fonction y = arc cos w présente des circonstances 
analogues. Portons le cosinus donné à partir du centre O sur 
OA ou sur OA’, suivant son signe, et par l'extrémité P élevons 
une perpendiculaire sur le diamètre; cette perpendiculaire 
coupera la -circonférence en deux points M et N; tous les arcs 
qui aboutissent en M ou en N, et ceux-là seulement, admettent 
le cosinus donné. Si l'on désigne par « l’un d’eux, tous ces arcs 
seront compris dans la formule 2kr + «. Pour que deux arcs 
aient le même cosinus, il est nécessaire et il suffit que leur 
somme ou leur différence soit un multiple de 2r. 

Pour préciser le sens de la fonction, il faut, comme précé- 


demment, donner la valeur de la fonction pour une valeur 


particulière de la variable, et supposer que la fonction varie 
ensuite d’une manière continue. 


#4. — Examinons enfin la fonction y— arc séc +. Du centre : 


O avec un rayon égal à la valeur absolue de œ décrivons une 
circonférence, elle coupera la droite. indéfinie T’T en deux 
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points T et T’ (fig. 9); menons les dia- 
mètres qui passent par ces deux points ; 
si la sécante donnée a le signe +, on 
prendra les arcs qui aboutissent en M ou 
en M’; si elle a le signe —, ceux qui abou- 
tissent en N ou en N’. Dans tous les cas, 
si l’on désigne par « l'un de ces arcs, ils 
seront tous compris dans la formule 
lkr + a. 


Fig. 9. 


MESURE DES ANGLES. 


15. — Étant donné un angle AOB (fig. 10), si du sommet 
comme centre, avec un rayon arbitraire, 

B on décrit une circonférence, on sait que 

le rapport de l’arc AB au rayon OA est 
constant pour un même angle; on sait éga- 
lement que ce rapport varie proportion- 
nellement à l'angle; car, si le rayon est le 
Fig. 10. même, les angles sont proportionnels aux 

arcs. On peut donc prendre ce rapport pour la mesure de 
langle. Ceci revient à prendre pour unité d'angle l'angle au- 
quel correspond un arc égal au rayon. Désignons par r et s$ 
les nombres qui expriment la longueur du rayon OA et celle 


de l'arc AB, la mesure de l’angle AOB sera w =" . Si l’on 


mesure l’arc en prenant pour unité le rayon, la mesure de Parc 
sera celle de l’angle. Imaginons que l'angle croisse de zéro à 
T 


7>’ Cest-- 


un angle droit; la mesure de l'angle variera de 0 à 


à-dire de 0 à 1,5707... 

Les fonctions circulaires, telles que nous les avons définies, 
sont les nombres qui mesurent les lignes trigonométriques, 
quand on prend le rayon pour unité, en d'autres termes ce sont 
les rapports de ces lignes au rayon. Un angle AOB étant 
exprimé par le même nombre que l’arc AB compris entre ses 
côtés, quand on adopte les unités que nous venons d'indiquer, 
on emploiera indifféremment les locutions: sinus de l’angle- 
AOB ou sinus de l'arc AB, 
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46. — Les instruments propres à la mesure des angles se 
composent en général d’un limbe circulaire et de deux alidades 
mobiles autour du centre. Comme on ne peut tracer qu'un 
nombre limité de divisions sur le limbe, il est naturel de les 
prendre équidistantes. Au lieu de désigner les arcs par leurs 
longueurs mesurées au moyen du rayon pris pour unité, ainsi 
que nous l'avons dit, on a trouvé plus commode de les expri- 
mer en parties aliquotes de la circonférence. Pour cela on a 
partagé la circonférence en 360 parties égales que l’on nomme 
degrés, chaque degré a été subdivisé en 60 minutes, chaque 
minute en 60 secondes ; les arcs plus petits qu'une seconde 
s'expriment par des fractions décimales de la seconde. Un arc 
de 23 degrés 45 minutes 18 secondes et 75 centièmes de seconde 

s'écrit 23°45/18/,75. 

Dans cette manière de procéder, on peut concevoir que 
Tunité d'angle est l’angle qui correspond à un degré de la cir- 
conférence, et que cette unité a été subdivisée en 60 parties 
égales, et chacune de ces parties en 60 parties égales ; les 
angles s'expriment ainsi par des nombres complexes, comme 
cela avait lieu pour toutes les espèces de grandeurs, dans les 

anciennes mesures. Il est facile de comparer les deux modes 
de mesure; la demi-circonférence contenant 648000 secondes, 


la longueur de l’arc d’une seconde est ——— ; Farc quiaune 


TT ; 


longueur égale à l'unité contient donc RE secondes, c'est- 


à-dire 206264,81 secondes, ou 57°17/44/,81. 

Lors de la réforme du système des poids et mesures, on a 
-voulu mettre la division de la circonférence en harmonie avec 
le système décimal, et l'on a partagé le quadrant en 100 grades, 
le grade en 100 minutes, la minute en 100 secondes. L'angle 
de 37 grades, 85 minutes, 64 secondes s'écrit simplement 
37°,8964. Quand un angle est exprimé dans l'un des systèmes, 
il est facile d’avoir son expression dans l’autre système. Quoi- 
que. la nouvelle division de la circonférence offre de grands 
avantages en abrégeant les calculs, l’ancienne est encore au- 
jourd'hui d'un usage général. 
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Des Projections. 


27.— Soient dans un plan une droite ou axe fixe X/X, et 

différents points A, B, C,... (fig. 11). Si 

de ces points on abaisse des perpendi- 

culaires sur la droite X/X, les pieds 

A’, B', C/,. de ces perpendiculaires 

sont les projections des points A, B, C,... 
Aeg = sur laxe X’X. 

Cette définition s'étend au cas où les points A, B, C,... sont 
situés d'une manière quelconque dans l’espace ; si de ces points 
on mène des plans ou plus simplement des droites perpendicu- 
laires sur l'axe X/X, les pieds A’, B’, C’,... de ces perpendi- 
culaires seront les projections des points A, B, C,... sur l'axe 
XX. š 

La droite AB a pour projection la portion A’ B’ de l'axe com- 
prise entre les projections de ses extrémités. 


48. — Considérons une ligne brisée A BCDE (fig. 12) allant 
du point À au point E, la 
droite AE, qui va du point de 
départ A au point d'arrivée E, 
est ce qu'on appelle la résul- 
tante de la ligne brisée, 
een MG 1 8 A Lorsqu’ on projette sur un 
FA PE RO PR LO AC IS OUDS TEIG ligne 
uoaa brisée, il convient de donner 
des signes aux projections des différents côtés. Imaginons 
quun mobile M parcoure la ligne brisée dans un sens con- 
venu, par exemple en allant du point A au point E, et proje- 
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tons ce mobile sur l'axe en M’. Le point M’, projection du point 
M, se mouvra sur l’axe X/X, pendant que le mobile M décrira 
la ligne brisée. 

Tant que lé mobile M reste sur l’un des côtés de la ligne bri- 
sée, il est évident que le mobile M’ marche sur l'axe dans le 
même sens; mais le sens du mouvement du point M’ peut 
changer, quand le point M passe d’un côté à un autre. On con- 
vient d’affecter du signe + les longueurs décrites par le point 
M’ dans un certain sens, par exemple dans le sens X’X, et du 
signe — les longueurs parcourues en sens inverse. Ce sont 
ces longueurs, affectées chacune du signe convenable, qu'on 
appelle projections des côtés de la ligne brisée sur l'axe. 

Il est bon de remarquer que le signe de chaque projection 
dépend, premièrement, du sens suivant lequel le mobile M par- 

. court la ligne brisée, ce mobile pouvant aller de A en E, ou de 
E en A ; secondement, du sens suivant lequel on est convenu 
que doit marcher le mobile M’ sur l'axe, pour que la projection 
soit positive ; cette direction sur laxe est ce qu'on appelle la 
direction des projections positives. 


29. — Tuéorème. La somme des projections des côtés d'une 
ligne brisée sur un axe quelconque est égale à la projection de 
sa résultante sur le méme axe. 

Supposons, comme nous l'avons dit, qu'un mobile M suive la 
ligne brisée ABCDE, pour aller du point A au point E (fig. 12), 
et soit X’X la direction choisie sur l'axe comme direction des 
projections positives. 

Prenons sur l'axe vers la gauche un point K situé à une dis- 
tance arbitraire k du point A’, mais assez grande pour que le 
mobile M’ reste toujours à sa droite, et proposons-nous d'évaluer 
à chaque instant la distance du mobile M’ à ce point fixe K. 
Au moment du départ, le mobile M’ est en A’, à la dis- 
tance k du point K ; il parcourt ensuite sur l’axe diverses lon- 
gueurs A'B’, BC, CD’, D'E’, dans un sens ou dans l'autre. 
Quand le point M’ parcourt une longueur de gauche à droite, 
il s'éloigne du point K et sa distance au point K augmente d'une 
quantité égale à cette longueur ; quand le point M’ se meut de 

à 2 
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droite à gauche, il se rapproche au contraire du point K, et sa 
distance à ce point diminue d’une quantité égale à la longueur 
parcourue. Si donc on représente par a’, b’, c!, d” les projec- 
tions des différents côtés de la ligne brisée, c’est-à-dire les lon- 
gueurs décrites sur l'axe par le point M’, affectées chacune du 
signe + ou du signe —, suivant que la longueur est parcourue 
de gauche à droite ou en sens contraire, la distance finale du 
mobile au point K sera exprimée par la formule 
k+a+b+c +d. 

Imaginons maintenant que le mobile M aille du point A au 
point E par le chemin rectiligne ou la résultante AE ; si l’on 
désigne par /’ la projection de cette résultante, d’après le rai- 
sonnement précédent, la distance finale du mobile M’ au point 
K sera exprimée aussi par k+ /. On aura donc 


k+a+bd+c+d=k+T; 
si l’on retranche la quantité k de part et d’autre, il vient 
d'+Hb+c+d =V. 

. 20. — Remarques. Si l’on considère différentes lignes brisées 
allant d’un point à un autre, la somme des projections des cô- 
. tés de chacune de ces lignes est constante et égale à la projec- 
tion de leur résultante commune. 

Lorsqu'un mobile décrit une ligne polygonale fermée, le 
point d’arrivée coïncide avec le point de départ, et la droite 
qui joint ces deux points, ou la résultante, est nulle, ainsi que 
sa projection sur l'axe. Il en résulte que la somme des projec- 
tions des côtés d'une ligne polygonale fermée sur un axe quel- 
conque est nulle. 

k 1 Supposons, par exemple, que le 

D mobile, partant du point A, décrive 
! a i la ligne fermée ABCDEA (fig. 13), 
; ian pour revenir au point À; on aura 
"AG. AA, A'B/—B/C'+C'D' — D'E/+L'A'—0, 
c'est à-dire 


d+b+c+d'+e = 0. 
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21. — Après avoir établi le théorème général des projections, 
nous expliquerons comment on parvient à exprimer chaque 
projection avec son signe à l’aide des fonctions circulaires. 

Nous nous servirons à cet effet d’une propriété des triangles 

rectangles, que nous démontrerons immédiatement : un côté 

de langle droit d'un triangle rectangle est égal à l'hypoténuse 
multipliée par le cosinus de l'angle compris. 

Soit ABC un triangle dans lequel l'angle A est droit. Du 

c point B comme centre, avec BC pourrayon, 

\ décrivons un arc de cercle ; le rapport de la 

\ longueur BA au rayon BC est le cosinus 
k 4- de langle B ; on a donc 


ig. BA 
Fig 14. = = cos B, 


BC 
ou 
BA = BC X cos B. 


Le mobile M va du point A au poiùt E en suivant, soit la 


c ligne brisée ABCDE (fig. 15), 
3 soitlarésultante AE. Appelons 
va tps a,b,c,d les longueurs des côtés 


de cette ligne brisée et dési- 

gnons par «, 8, y, à les angles 

que font avec la direction X’X, 

x Choisie sur l’axe comme direc- 

Fig. 15. tion des projections positives, 

les directions parcourues par le mobile M sur les côtés de la 

ligne brisée, et par À l'angle que fait avec cette même direc- 
` tion X’X la résultante AE, dont la longueur est l. 

Il est aisé de voir que, lorsque l'angle que fait avec la direc- 

tion X’X la direction suivie par le mobile M sur un côté est 

aigu, la projection de ce côté est positive, et que, lorsque l'angle 

est obtus, la projection est négative. Ainsi, sur la figure, le 

côté AB fait avec la direction X/X un angle aigu et sa projec- 


tion est positive, le côté BC fait un angle obtus et sa projection 
est négative, 


r 
= 
a 
z 
La 
z 


Considérons d’abord le premier côté, menons par le point 
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A une parallèle AB à l'axe jusqu’à sa rencontre en B, avec le 
plan perpendiculaire BB’; dans le triangle rectangle BA B}, on a 


AB, = AB >< cosa — & COS à ; 


la longueur A’B étant égale à AB,, on en déduit A/B’ = à cos «; 
ainsi la projection + A/B/ du côté AB est exprimée par & cos a. 

Considérons maintenant le côté BC, dont la projection est 
— B/C/. Une parallèle à l'axe, prolongée en sens inverse de la 
direction positive X’X, rencontre le plan perpendiculaire CC’ 
en C, ; dans le triangle rectangle BC,C, on a 


BC, = BC >< cos C,, ou BC, —b cos (r — 8). 
On en déduit 
— B'C = — b cos (z - B)—b cos p.’ 
Ainsi la projection du second côté est exprimée avec son signe 
par bcos£. Les projections des deux autres côtés seront de 
même exprimées avec leurs signes par c cos y, d cosà et celle 
de la résultante par l cos À. 


Puisque la somme des projections des côtés de la ligne brisée 
est égale à la projection de la résultante, on aura 


a COS x +b cos 5 -+ c cos y + d cos è= L cos À. 


22. — Remarque. On n’a considéré jusqu'à présent que 
des projections orthogonales, c'est-à-dire que l'on a projetées au 
moyen de droites ou de plans perpendiculaires à l'axe; lors- 
que les points A, B, C,... sont dans un même plan avec l'axe, 
on pourrait les projeter au moyen de droites parallèles à une 
droite donnée; lorsque les points sont situés d'une manière 
quelconque dans l’espace, on pourrait les projeter au moyen 

de plans parallèles à un plan donné. Si l’on adopte les mêmes 

conventions de signes, le théorème général s'étend évidem- 
ment aux projections obliques, mais l'expression algébrique 
que nous en avons donnée ne s’applique qu'aux projections or- 
thogonales. 
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# Formules fondamentales, 


RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS CIRCULAIRES D'UN MÊME ARC. 


23. — Nous avons défini les six fonctions circulaires d'un 
même arc, savoir : le sinus, le cosinus, la tangente, la cotan- 
gente, la sécante et la cosécante. Ces six quantités ne sont pas 
indépendantes l’une de l’autre ; on peut prendre l'une d'elles à 
volonté, par exemple le sinus. Au sinus donné correspondent 
deux séries d’arcs aboutissant à deux points M et M’ situés sur 
| une parallèle au diamètre AA! (n° 12); 
ces arcs admettent deux cosinus 
égaux et de signes contraires, et 
aussi deux tangentes, deux sécantes 
et deux cotangentes égales et de 
signes contraires, mais une seule 
cosécante. Ainsi, quand on donne 
la valeur du sinus, chacune des 
cinq autres fonctions circulaires est 
déterminée, ou du moins admet une ou deux valeurs déter- 
minées ; on en conclut qu'il existe cinq relations distinctes 
entre les six fonctions circulaires d'un même arc. Nous allons 
chercher ces cinq relations. 


Fig. 16. 


24. — Les valeurs absolues du sinus et du cosinus d’un 


même arc æ forment avec le rayon OM un triangle rectangle 
MOP, dans lequel on a 


MP + OP = OM ; 


le rayon étant pris pour unité et les signes + ou — disparais- 
sant dans l'élévation au carré, on a, dans tous les cas, 


(1) = sin?æ cos æ = |. 
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Il est bon de remarquer que, quand Parc varie de 0à — 1 


l'angle MOP du triangle est plus petit que l’angle complémen- 
taire MOB, et par conséquent le sinus est plus petit que le 


. . . T : y 
cosinus; l'arc variant de —— à — , le sinus est plus grand que 
? i 4 k 


T 

2 
. T A . $ 

le cosinus. Pour x St le sinus et le cosinus sont égaux, et, 


en vertu de la relation (1), on a 


sin — = cos — : 

yaa À") sS — —— |, 

4 4 V? 

23. — Puisque l'extrémité de la sécante est placée sur la 


droite indéfinie TT’, si l’on projette sur le diamètre A’A la lon- 
gueur absolue de la sécante, en adoptant la direction A’A pour 
celle des projections positives, on obtient le rayon OA. Il y a 
deux cas à distinguer, suivant que la sécante est positive ou 
négative. Considérons d'abord un arc ayant sa sécante + OT 
positive et terminé par conséquent en un point M situé dans le 
premier ou le quatrième quadrant ; en projetant la longueur 
OT sur A'A, ona 
OP C0P AUFHOUA = À 

Langle AOT ou AOM, qui entre dans cette formule, et qui, 


dans ce cas, est compris entre 0 et Fo a même cosinus que 
larc x ; car, l'arc x aboutissant au point M, on a t=2kr ŁAM. 
La formule précédente devient ainsi 

séc æ. LoL Î, 

Considérons maintenant un arc ayant sa sécante — OT 
négative et terminée par conséquent en un point M’ situé dans 
le second ou le troisième quadrant ; en projetant la longueur 
OT" sur l'axe A’A, on a | 

OT’. cm ACT = 0h sh 


L'angle AOT’ étant supplémentaire de l'angle AOM’, on a 


: T 
cos AOT’ = — cos AOM’ ; l'angle AOM’, compris entre T et 
z, ayant même cosinus que l'arc w, on a cos AOT’ = — cos >, 


et par suite 
— OT'.cos <== irg 
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mais, comme dans ce cas on-a séc æ = — OT”, il vient 
SOUL CON ET. 


Cette relation subsiste donc dans tous les cas. On en déduit 
la formule générale 


: cosg ` 


26. — Si l’on projette la longueur absolue de la sécante, non 
plus sur laxe A’A, maisi sur l’axe perpendiculaire B’B, en 
adoptant la direction B'B pour celle des projections positives, 
on obtient la tangente avec le signe convenable. Il y a encore 
deux cas à distinguer, suivant que la sécante est positive ou 
négative. Considérons d’abord un arc ayant sa sécante + OT 
positive et terminé en M ; en projetant sur l'axe B'B, on a 


OT . cos BOT = tang x. 
L'angle BOT ou BOM et l'arc F — x ont même cosinus ; on 


a donc 


et l'égalité précédente devient 
séc æ . sin æ = tang g. 


Considérons maintenant un arc ayant sa sécante — OT’ 
négative et terminé en M’; en projetant sur l'axe B’B, on a 


OT’ . cos BOT’ — tang x. 
L'angle BOT’ étant supplémentaire de l'angle BOM’ qui a même 


nds s T 
cosinus que l'arc PTs OR à 


cos BOT’ = — cos BOM’ = — cos 5- z) = — sin ?, 
et par suite 


— OT . sin æ = tang x. 
Mais, comme dans ce cas on a séc x = — OT", il vient 


séc x . sin æ = tang m: 
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Cette relation subsiste donc dans tous les cas. On en déduit, en 
remplaçant séc x par sa valeur donnée par l'équation (2), 


sin æ 
tang æ = 
G) j COS æ 
27. — Des formules qui précèdent on déduit les deux sui- 


vantes. On a 
A La T 
COSÉC æ — SÉC 5- z) : 


si dans la formule (2) on remplace æ par dr il æ, il vient 


2 
séc mt + a)= . z : 
2 E xx: T TA 
2 
il en résulte 
1 
(4) COSÉC T = — $ 
sin + 
On a aussi k 
cot x = tang $- 2) ; 
si dans la formule (3) on remplace de même æ par i — æ, il 
vient 
Re À: | 
sin z — & 
ST a: 7 -\ 2 __ Cosg. 
AE er T Er 
cos és — z) 
d’où il résulte que 
co 
(5) COLI == + k 
sin æ 


Telles sont les cinq relations qui existent entre les fonctions 
circulaires d'un même arc. En les combinant entre elles, on 
en déduit d’autres qui rentrent dans les premières; nous ferons 
remarquer les suivantes : 

tangæ ><cotz = f, 
1 + tang? x = séc? g, 
1 + cot? x = coséc? v, 
1 1 jii 
SÉC? æ F coséc?æ 
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28. Au moyen des cinq relations que nous venons d'établir 
entre les six fonctions circulaires d’un même arc, on peut, 
connaissant l’une d'elles, trouver les cinq autres. Si, par 
exemple, on donne le sinus, comme nous l'avons supposé pré- 
cédemment, on déterminera le cosinus par la formule 

| cos z = + V 1 — sin? z; 
connaissant le cosinus, on obtiendra les autres sans difficulté. 

Nous trouvons ici pour le cosinus deux valeurs ; il est facile 
de voir d’où elles proviennent : l’arc æ n’entrant pas lui-même 
dans le calcul, mais son sinus, il est clair que la formule doit 
s'appliquer indistinctement à tous les arcs qui admettent le 
sinus donné ; or ces arcs, comme nous l'avons expliqué plus 
haut (n° 23, voy. fig. 16), ont deux cosinus égaux et de signes 
contraires. Si l’on considère l’un de ces arcs en particulier, on 
verra quel est le signe du cosinus, et la détermination sera 
complète. y 

On sait que le côté de hexagone régulier instrit est égal au 


, s 2x E ET T 
rayon; larc qu'il sous-tend est i ii l'arc moitié, ou GT’? 


s pas ; è +: 
donc pour sinus z: Le cosinus de cet arc étant positif, on a 


cos — = 1 A aaa ih ot e A 
6 1 2 6 V3 


Le nombre 4- est aussi le sinus de l'arc supplémentaire À; 


le cosinus de cet arc étant négatif, on a 


OT age V3 | 1 
còs ee i Ce e taig -= 15 $ 


29.—Onasouventbesoin del’expression du sinusetducosinus 
d’un arc, connaissant la tangente. De la relation (3) on déduit 


sin æ = tang x .cos æ; 
en substituant dans la relation (1), on a 


(1 + tang? s) cos? x = 1; 
ne by goni dx (Etrriou 
+ yŅy T} tang? x | d 


d’où 


COS g = 
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et par suite 
tang æ 


+ V1+tangz i 


Les doubles valeurs s'expliquent comme précédemment. Les 
formules, ne renfermant que la tangente de l’arc æ, convien- 
nent à tous les arcs qui admettent la tangente donnée. Or on 
sait (n° 11) qu’à une même tangente correspondent deux séries 
d’arcs aboùtissant en deux poiuts diamétralement opposés ; à 
- ces deux séries d’arcs correspondent deux sinus et aussi deux 
cosinus, égaux et de signes contraires. Si l’on considère l'un de 
ces arcs en particulier, on verra quel est le signe du cosinus, 
et on mettra ce signe devant le radical ; on prendra le même 
signe dans la formule du sinus. 


ain Ts 


ADDITION DES ARCS. 


30. — Le problème est le suivant : connaissant les fonctions 
circulaires de plusieurs arcs, trouver celles de leur somme. 
Nous commencerons par chercher le cosinus de la somme de 
deux arcs, dont on connaît les sinus et les cosinus ; toutes les 
autres formules dépendent de celle-là. | 

Désignons par a et b les-deux arcs donnés. Prenons sur la 
circonférence, à partir du point A (fig. 17) et dans le sens indi- 
qué par le signe, un arc égal à a; soit G 
l'extrémité de cet arc; à partir du point G 
et dans le sens convenable, prenons de 
même un arc égal à b; soit D l'extrémité 
de ce second arc ; l'arc a + b compté à par- 
tir du point A aboutit ainsi au point D, et 
l'on a a +b— 2kr + AOD. A partir du 
point C, prenons dans le sens direct un arc 
CE égal à un quadrant ; le diamètre EE’ sera perpendiculaire à 
CC’. Du point D abaissons une perpendiculaire DP sur le dia- 
mètre CC’; cette perpendiculaire, prise avec le signe + ou le si- 
gne—, suivant que le point D se trouvesur la demi-circonférence 
CEC’, ou sur la demi-circonférence CE/C’, est sin b; la distance 
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OP du centre au pied du sinus, prise avec le signe + ou le signe 
—, suivant qu'elle est comptée sur OC ou sur OC, est cos b. 

Considérons la ligne brisée OPD et la résultante OD qui 
joint les deux extrémités de la ligne brisée. La somme des pro- 
jections des deux parties de la ligne brisée sur le diamètre A'A 
est égale à la projection de la ligne droite OD sur ce même dia- 
mètre. Nous prendrons la direction A’A comme celle des pro- 
jections positives. On obtient la projection de la droite OD avec 
son signe, en multipliant la longueur QD par le cosinus de 
langle AOD ; mais puisque l'arc a+b, qui aboutit au point D, 
est égal à 2kr + AOD, le cosinus de l'arc a + b est le même 
que celui de l'angle AOD; la projection de la droite OD a donc 
pour expression OD >< cos (a + b) ou cos (4 + b), le rayon 
étant pris pour unité. 

Cherchons maintenant les projections des deux parties de la 
ligne brisée OPD. Considérons d'abord la première partie OP. 
Il y a deux cas à distinguer, suivant que la longueur OP est 
comptée sur OG ou sur OC’. Dans le premier cas (fig. 17), la 
projection de la longueur OP sur le diamètre A’A est égale à 
OP >< cos AOC ; l'arc a étant égal à 2kr + AOC, le cosinus 
de l’arc a est le même que celui de l'angle AOC, et la projec- 
tion de la longueur OP a pour expression OP >< cos a ; mais, 
dans ce cas, on a cos b = + OP; l'expression précédente de- 
vient donc cos b cos a. Dans le second cas (fig. 18), la projec- 
tion de la longueur OP sur le diamètre 
A'A est égale à OP >< cos AOC’; l'angle 
AOC étant supplémentaire de AOC, on a 
cos AOC’ = — cos AOC = — cos a, et la 
projection de OP a pour expression 
— OP>< cos a; mais, dans ce cas, cos b 

Fig. 18. est égal à — OP; l'expression précédente 
devient donc cos b cos a. Ainsi, dans tous les Cas, la projec- 
tion de la première partie OP de la ligne brisée est 


cos b cos a. 


Cherchons maintenant la projection de la seconde partie PD. 
Il y a encore deux cas à distinguer, suivant que le point D est 
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sur là dèmi-circonférence CEC’ ou sur la demi-circonférence 
C'EC. Dans le premier cas (fig. 17), la direction PD a le même 
sens que le rayon OE, et la projection de la longueur PD est 


PD >< cos AOE ; l'arc a + T , terminé au point E, est égal à 
2kr + AOE; son cosinus est le même que celui de l’angle AOE, 
et la projection de PD a pour expression PD >< cos (a + =) 
mais, dans ce cas, a a sin b = + PD, et l'expression précé- 
dente devient sin b cos (a +5). Dans le second cas (fig. 18), 


la direction PD a le même sens que le rayon OF’, et la projec- 
tion de PD a pour expression PD >< cos AOE’; l'angle AOE’ 
étant supplémentaire de AOE, on a 


cos AOE’ = — cos AOE = — cos (a +=) 
et la projection de PD a pour expression 
— PDX cos (a -H 7} 


mais, dans ce Cas, sin b est égal à — PD; l'expression précé- 
dente devient donc sin b cos (o ++) Ainsi, dans tous les 


cas, la projection de la seconde partie PD est 


sin b cos (a ++) 


Puisque la projection de la ligne droite OD est égale à la 
somme des projections des deux Paen de la ligne raoe OPD, 
on a la relation 


cos (a + b) = cos b cos a + sin b cos (o + F) 


i ; T i Si 
Mais on sait (n°9) que cos (a +2) — sin a; on obtient 
ainsi la formule fondamentale 


(6) cos (a + b) = cos a cos b — sin 4 sin b. 
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a1. — Cette formule est vraie, quelles que soient les valeurs 
des arcs a et b, positifs ou négatifs. Si l’on y remplace b pe 
— b, elle devient 


cos (a — b) = cos æ cos (— b) — sin a sin (— b). 


Mais on sait que cos (— b) = cos b, et que sin (—b)=— sin b 
(n° 8) ; on obtient ainsi la formule 


(7) cos (a —b)= cos æ cos b + sin a sin b, 
relative à la différence de deux arcs. 
32. — Nous venons de trouver le cosinus de la somme ou de 


la différence de deux arcs ; on en dons facilement le sinus. 
On a, en effet, 


in {a +) = cos En 


si on applique la formule (7), en remplaçant a par + d, 
il vient 


T T è T Ë à 
cos [E—:) — | cos ($-a) cosb-+sin(-=—aj sin b; 


mais cos (5-—:)= sin a, sin (5 — a) = cos a ; substituant, 
on obtient la formule 

(8) _ sin (a+ b) =sin a cos b + sin b cos'a, 
qui donne le sinus de la somme de deux arcs. 

Si l’on y remplace b par — b, on a 

sin (a == 8}=sin @ cos (= 6): sin (= b) 0084! 

ou | 

(9) sin (æ — b) = sin a cos b — sin b cos q. 


Les quatre formules précédentes donnent le sinus et le cosi- 
nus de la somme ou de la différence de deux arcs, quand on 
connaît les sinus et les cosinus de ces deux arcs. 
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33.— On peut déduire la tangente de la somme ou de la 


différence de deux arcs, quand on connaît les tangentes de ces 
‘ deux arcs. On a, en effet, 


tang (a += RE, 


et si l’on remplace sin (a + b) et cos (a nj b) par leurs valeurs 
tirées des formules (6) et (8), 


tang (a + b) = 


Divisons maintenant les deux termes de la fraction par le pro- 
duit cos a cos b, il vient 


sin æ cos b + sin b cos a 
cos a cos b — sin a sin b ‘ 


sin a + sin à 
cos æ cos b 
sin @ sin à ? 


cos & cos b 


tang (a + b) = 


et, par suite, 
(10) ‘ tang (a +b) = 


Si l'on remplace b par — b, et si l'on observe que 


tang a + tang b 
1 — tanga tang b ` 


tang (— b) = — tang b, 
cette formule devient 
tang a — tang b 


(11) ne mi E REP aai à 


34. — Unê fois trouvées les formules relatives à l'addition 
de deux arcs, il est facile de les étendre à un nombre d'arcs 
quelconque. 

Si dans les formules (6) et (8), on remplace b par b+c, oma 
d’abord 

cos (a + b + c) = cos a cos (b + c) — sin a sin (b + ©), 
sin (a +b + c) = sin a cos (b + c) + cos a sin (b + c) ; 
si l’on remplace ensuite cos (b+ c) et sin (b + c) par leurs va- 
leurs, il vient 


cos (4 + b + c) = cos a cos b cos c — cos a sin b sin ¢ 
— cos b sin csin q — sin c sin 4 sin b, 
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sin (a + b + c) —— sin a sin b sin € + sin a cos b cos € 
+ sin b cos c cos a + sin c cos a cos b. 
On développerait de la même manière cos (a -+b +-c+-d) et 
sin (@a-+b-+c +d), en mettant c+ d à la place de c, et ainsi 
de suite de proche en proche. 


MULTIPLICATION DES ARCS. 


35. — Étant données les fonctions circulaires d'un arc, il 
s’agit de trouver celles des arcs multiples. C'est un cas parti- 
culier de l'addition, celui où les arcs que l’on ajoute sont égaux 
entre eux. 

Si dans les formules (6) et (8) on remplace b par a, on a 

(12) cos 2a = cos? a — sin? q, 

(43) sin 24 = ? sin 4 cos à. 


La formule (10) donne de la même manière 


2 tang a 


(14) tang la =T tanga ` 


Si, dans les mêmes formules, on fait b= 24, et si l’on rem- 
place cos 2a et sin 24 par les valeurs que nous venons de 
trouver, il vient 


cos 3a = cos? a — 3 sin? a cos a = 4 cos? a — 3 cos à, 
sin 3a = 3 sin a cos? a — sin? a = 3 sin q — 4 sin? q. 

On obtiendrait de même cos 44 et sin 44, en faisant b = 34, 
et remplaçant cos 3œ et sin 3a par leurs valeurs, et ainsi de 
suite indéfiniment. Mais on peut calculer séparément les sinus 
et les cosinus, en suivant une règle uniforme très-simple. 


86. — Considérons une série d'arcs en progression arithmé- 
tique; la raison étant b, trois termes consécutifs quelconques 
pourront être représentés par a — b, a, ab. 

En ajoutant membre à membre les relations (6) et (7), (8) 
et (9), on a 


cos (a +b) + cos (a — b) = 2 cos a cos b, 
sin (a +b) + sin (a — b) = ? sin a cosb; 
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d’où l’on déduit 


cos (a + b) = ? cos a cos b — cos (a — b) 
sin (a + b) = 2 sin a cos b — sin (a — b). ` 


On voit par là que l’on obtiendra le cosinus d'un terme quel- 
conque a+b de la progression en multipliant le cosinus du 
terme précédent a par ? cos D, c’est-à-dire par deux fois le 
cosinus de la raison, et retranchant du produit le cosinus du 
terme antéprécédent a — b. ' 

Il en est de même pour les sinus : on obtiendra le sinus d'un 
terme quelconque de la progression, en multipliant le sinus du 
terme précédent par deux fois le cosinus de la raison et re- 
tranchant du produit le sinus du terme antéprécédent. 

Prenons en particulier la progression arithmétique 


0, 4, 24, 34, 46,2 RASE VS (a D , 


En appliquant la règle précédente au calcul des cosinus, nous 
trouverons successivement 


cos la = ?2cos? a — 1, 
- cos 3a = 4 cos? a — 3 cos &, 
cos 4a = 8 cost a — 8 cos? a + 1, 


cos 5a = 16 cos a — 20 cos? a + 5 cos a, 


La même règle donne pour les sinus, si l’on a soin de rem- 
placer le facteur cos? & par 1 — sin? a, 


sin 24 = ? sin a cos q, 

sin 3a = 3 sin a — 4 sin? q, 

sin 44 = (4 sin a — 8 sin? a) cos 4, 

sin 5a = 5 sin & — 20 sin? a + 16 sinë-q, 


j e 
DIVISION DES ARCS. 


87. — C'est la question inverse de la précédente: étant 
donnée une fonction circulaire d'un arc, il s’agit de trouver 
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celles d’un arc qui est une partie aliquote du premier. Comme 
cette question conduit en général à des équations d’nn degré 
supérieur au second, nous nous bornerons pour le moment au 
cas où l’on divise l'arc en deux parties égales. 

Supposons d’abord que l’on donne cos a, et que l'on demande 


; } , E T z 
le sinus et le cosinus de l'arc moitié TG: Si dans la rela- 


tion (1) on ‘remplace æ par < et dans la relation (12) a par 


a af ; 
Zona les deux équations 


APE a 
sin? — — cos — = 1 
9 ET 3 \ 
: 9 sin? = cos 4 
cos? — — r 
2 2 1 


qui, combinées par addition et soustraction, donnent 


bai lF oosa 
(15) sin = + VE os Et] HE. 


Il est facile d'expliquer pourquoi on trouve ainsi pour 
sin S et cos 5 deux valeurs égales et de signes contraires. Dans 
les calculs l'arc æ n’entrant que par son cosinus, les formules 
se rapportent à tous les arcs qui admettent le cosinus donné. 
Soit OP (fig. 19) ce cosinus ; dans les formules la lettre æ 
désigne indistinctement tous les arcs qui 
admettent le cosinus OP, c'est-à-dire 
tous les arcs qui aboutissent à l’un des 
deux points M et M’, situés sur une même 
perpendiculaire au diamètre AA’. Il faut 
prendre la moitié de tous ces arcs; prenons 
d’abord la moitié AN de l'arc AM ; à l'arc 
AM on ajoute une, deux,.... circonférences ; à la moitié AN il 
faut ajouter une première demi-circonférence, puis une se- 
conde,..., ce qui transporte le mobile d'abord en N, au point 


diamétralement opposé, le ramène en N, le conduit de nouveau 
3 


www.rcin.org.pl 


ga LIVRE I, CHAPITRE III. 


en N,,etc. Si de l’arc AM on retranche une; deux,.... circon- 
férences, il faut retrancher de AN une, deux... demi-circon- 
férences, ce qui fait passer successivement par les mêmes points 
N,et N, mais en tournant en sens inverse. Ainsi les moitiés de 
tous les arcs qui aboutissent en M forment deux séries d'arcs 
aboutissant, les uns en N, les autres en N,. On prendra de même 
la moitié — AN’ de l’arc'— AM’, et, à partir du point N’, on 
portera un nombre quelconque de demi-circonférences en 
tournant dans un sens ou dans l’autre, ce qui donne deux 
nouvelles séries d’arcs aboutissant, les uns en N’, les autres 
en N’,. D'après la disposition des quatre points N,N,, N’, N’, 
sur la circonférence, on voit que les arcs terminés en ces 
points ont deux cosinus égaux et de signes contraires, et aussi 
deux sinus égaux et de signes contraires. 

Si l’on donnait non-seulement cos a, mais l'arc a lui-même, 


a ; ; j 
d’après la grandeur de Rar on verrait quel est le signe de sin 5- 


3 a“ 2 À à TS 
et celui de cos D ? et alors il n’y aurait plus d’indétermination 


dans les formules (15). . 


88. — Supposons maintenant que l’on donne sin a, et que l’on 
demande le sinus et le cosinus de l'arc moitié. Les relations (1) 
et (13) donnent 


Dos sit a a a 
sm? — + Os — —="1 2 sin — cos — = sin a: 
2 E 2 ? 2 2 Y 


d'où, par addition et soustraction, 


. @ a \? : ra MA E A 
(sing + cos z) =1+sing, (sn g Cos 5 —[—sin a, 


sin $ +oos S =+ Vi+sina, sin + —008 5 =+Vi-sina, 
| sin = + yi Fsna +4 yı — sinq, 


| PUR AEEA! VF snag- y 1 —sin a. 


2 


(16) 
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Comme les signes des deux radicaux sont indépendants l’un 
de l’autre, ces formules donnent quatre valeurs égales deux 
à deux et de signes contraires. Il en devait être ainsi ; larc a 
n’entrant que par son sinus, les formules 
se rapportent à tous les arcs qui admettent 
N le sinus donné; au sinus donné correspon- 
À dent deux séries d’arcs aboutissant en deux 

points M et M’ placés sur une parallèle au 

N~ diamètre AA’ (fig. 20) ; les moitiés des arcs 

Fig. 20. terminés en M forment deux séries d'arcs 
aboutissant à deux points diamétralement opposés N et N}; les 
moitiés des arcs terminés en M’ forment de même deux séries 
arcs aboutissant à deux points diamétralement opposés N’ 
et N’,. On a donc quatre sinus égaux deux à deux et de signes 
contraires, et aussi quatre cosinus égaux deux à deux et de 
signes contraires. 

Si l’on appelle « l’un des arcs terminés en M, r — « dési- 
gnera l’un des arcs terminés en M’; les moitiés de ces arcs 


sont = et 5 — Z et l’on voit que le sinus de l’un est égal 


au cosinus de l’autre. On en conclut que les quatre valeurs de 


5 1868 a 
sin —- sont les mêmes que les quatre valeurs de COS -7 >» 


ce que montrent d’ailleurs les formules. 
Si lon donne, non-seulement sin &, mais l'arc q lui-même, 
il faudra choisir entre ces quatre valeurs. D'après la grandeur 


irah 1 TER. a 
de l'arc a, on verra quels sont les signes de sin $ et de cos —, 


et en outre laquelle de ces deux quantités est la plus grande 
en valeur absolue, ce qui permettra de déterminer les signes 
de leur somme et de leur différence ; on connaîtra ainsi le signe 
dont chaque radical doit être affecté. 


On sait, par exemple, que sin $ est égal à + et l’on demande 


M. T 
sin ECX et cos ETIK Les deux inconnues étant toutes deux posi- 
tives et la première plus petite que la seconde, on a 
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Met al vil 3. 
sin +=) 145 =|/ 5 
à T oa , pux 1 =-4 
vader T As; i 2 = 9 ? 


et par suite 
anat V6 — V2 
à mode ME: 19 dent 
w _ V6 + V2? 
Saodah Mrs bòmi 


39. — Supposons enfin que l’on donne tang a et que l'on 
demande la tangente de l'arc moitié. Si dans la relation (14), 


a DT ý , ; 
on remplace a par Zi et si l'on chasse le dénominateur, on 
obtient l'équation du second degré 


PT. 4 2 16 
(17) tang 9 + PR tang 9 LS 


L'arc a n’entrant dans l'équation que 
par sa tangente, la lettre æ désigne indis- 
tinctement tous les arcs qui admettent la 
tangente donnée. Or, à une tangente 
donnée correspondent deux séries d’arcs 
aboutissant en deux points M et M’ (fig. 21) 
diamétralement opposés. Prenons la moitié 
AN de larc AM. Si à l'arc AM on ajoute 
une demi-circonférence, ce qui conduit 
au point M’, il faudra à larc moitié AN 
ajouter un quadrant NN, ; si à l'arc AM’ on 

Fig. 21. ajoute une nouvelle demi-circonférence,, - 
ce qui ramène au point M, il faudra à l'arc moitié AN, ajouter 
un nouveau quadrant N,N, ;. si l’on ajoute encore à l'arc lui- 
même une, deux,.... demi-circonférences, il faudra à lare 
moitié ajouter un troisième quadrant N,N,, puis un quatrième 
N,N, ce qui ramène au point N, et ainsi de suite. Les arcs 
moitiés forment donc quatre séries d'arcs aboutissant aux 
sommets d'un carré NN,N,N, inscrit dans le cercle. Les deux 
séries d’arcs qui aboutissent aux deux points diamétralement 
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opposés N et N, admettent même tangente AS; les deux séries 
d'arcs qui aboutissent aux deux points diamétralement opposés 
N, et N, admettent aussi même tangente — AS’. L'inconnue de 


: a 
la question, c’est-à-dire tang , a donc deux valeurs + AS et 


— AS de signes contraires. Voilà pourquoi on est arrivé à 
une équation du second degré (17), qui a toujours ses racines 
réelles. 

‘On remarque sur l'équation que le produit des deux racines 
est égal à — 1, ce qu’on peut voir aussi sur la figure. En effet 
les diagonales NN,, N,N, du carré étant perpendiculaires 
entre elles, le triangle SOS’ est rectangle, et l'on a 


AS >< AS — OA =t, 


et par suite le produit des racines est égal à — 1. 


FORMULES SERVANT A LA TRANSFORMATION DES SOMMES 
OU DES DIFFÉRENCES EN PRODUITS. 


40. — En ajoutant ou retranchant membre à membre les 
relations (8) et (9), et de même les relations (6) et (7), on ob- 
tient les relations | 

sin (a + b) + sin (a — b) = ? sin a cos b, 

(18 sin (@ + b) — sin (a — b) = ? cos a sin b, 
459 cos (a + b) + cos (a — b) = 2 cos a cos b, 

cos (a — b) — cos (a + b) = 2 sin a sin b. 
` Si lon pose ensuite à +b =p, a —b =q, 


i a= PEL, ere, | 

ces relations deviennent À 
sin p + sin g = 2 sin PEL cos P L. 
sin p — sin q = 2? sin Te d 


2 Led 
(19) 
cos p + cos q = ? cos -——— PI cos ET, 


COS q — COS p = ? sin ETES LT: 
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Ces formules, qui transforment en produits les sommes et 
les différences, sont d'un emploi très-fréquent dans les calculs 
logarithmiques. 

On a quelquefois besoin cependant de transformer en somme 
ou en différence le produit de deux sinus ou de deux cosinus. 
On se servira pour cela des deux dernières des équations (18) 
que l’on écrira | 


cos (a + b) + cos (a — b) 


cos a cos b = 
(20) 2 | 
{ cos (æ — b) — cos (a + b). 


sin æ sin b = 9 


4f. — Voici quelques autres transformations de sommes ou de diffé- 
rences en produits. 


sin 4 sinb sin(a +b) 
+ y E e ONS aN 
(1) tang a + tang b = cosa  cosb cosa cos b ? 
? cos ott cos Ras 
(2) séca+séc b= — fr ape areir Z - 
— cosa | cosb. cosacos b cos a oa b 9 
i 1 1 cosb—cosa 2sin = 7 sin E i | 
(Deéc aog be TES SE be dooë 0 i a Los F FF 


(4) sin a+-cos b=sin a+sin | © —b Hosil Z+ 7 HT fat e] 

G)sina—cosb=sina—sin| > T o Hesin 7 dl EAE iA in] à D es 3 
DE EE — 2 T TENTIA 

(6) 1+sina=1+cos| 5 a 2 cos z) 


(T) 1— sin Mi ird a Trd 


ea 2 sin? sinr ©. 
(8) eere es Siri at ei kaal 
{+cosa — a 89 ) 
2 cos? — 
2 
2sint (5— = 


EATE 1 4 z * auu 
(9) PE. BEC (7 z) 
; 2 cos? (F- + 
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au T 
i f 2 sin +) 
sin 4 cos a E sing v 4 

+ tang a = 1 E—— = 3 ee 
(10) 1 re cos a cos a cos a 


42. — On rencontre quelquefois l’expression 
à sin a + sin b + sin c, 
dans laquelle la somme des trois angles a, b, c est égale à x. On a d’abord 


sin b + sin ç = ? sin pon cos a ; 
de la relation a+ b+c— r, on déduit a = r — (b + c), d’où 


he Mt, 


sin a = sin (b + 0) = 2 sin — 


l expression proposée devient ainsi 


2 sin LE (cos à + cos _— 


; Z Eo z 
et, si l’on transforme la parenthèse, 

40 + C b c 

4 sin o) cos 7 cos y 

gen a , te = FT E $ cet par suite, sin k na an cos => ; 
il vient enfin 

| ù A ; a b 2€ 
(11) sin a + sin b + sin € = 4 cos -5 cos —- cos -y . 

Un calcul analogue donne 

(12) sin & -+ sin b — sine = 4 sin -5 sin 5 cos + 


Proposons-nous encore de transformer l'expression 

c 

PI 

dans laquelle la somme de trois angles a, b, c est toujours supposée 
égale à x. On a 


a b 
cot -7 + cot zt cot 


cos cos - sin re cos — 
Ah c 2 2 2 2 
cot- H cotz ges 2 7 PEN U z con en un] LENS Five 
p sin a) sin -7 si 3 sin 5 9 
cos S cos a cos S (sin À +sin b sin 4] 
a b c 2 2 21 2 SL: 
t- te LT os ESEE eei ES D Le à 
Ñ pon Len A ANDRE sin 8 un ii © 
Abord in : 209 9% 
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si l’on observe que 


FA Mate RTE. eat aie À 
sin = c0 3) c geog 2 T° 


EPS c 
la parenthèse se réduit à cos 3 C8 » on en conclut 


~ 


b 
(13) cot- + cot- + cot = cot + L cot got ; 


VALEURS NUMÉRIQUES D'UN CERTAIN NOMBRE DE SINUS 
ET DE COSINUS. 


43. — Nous avons remarqué déjà que le sinus d’un arc est 
la moitié de la corde qui sous-tend l'arc double. En géométrie 
élémentaire, on apprend à inscrire dans un cercle les poly- 
gones réguliers de trois, quatre, cinq et quinze côtés ; en divi- 
sant les arcs en deux parties égales plusieurs fois successive- 
ment, on en déduit les polygones réguliers dont le nombre des 
côtés est exprimé par l’une des formules 


ME US nb à di Fr 42 
A chacun de ces polygones correspond un sinus, et par suite 


un cosinus, que l’on sait déterminer. 
Considérons d’abord le carré inscrit; le côté du carré étant 


égalaV2,ona 


V2 
ina. due be el 
A l’aide des formules qui servent à la division par 2 (n° 37 


et gi on en déduira par des extractions de racines carrées, 


T 
sin — , COS — AET à 


5 5 16 


To i lc liquant 
cos ro , n étant un nombre entier quelconque. En appliquan 


F , etc., et, en général, sin — 5 


les formules du n° 37, on aura en particulier 


wi V2—V2 n V2+vy2 
of. Nuvi SMS 


-8in p TE à li 
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\ re Z 
Les formules établies pour la multiplication donneront en- 
suite les sinus et les cosinus des arçs aaee ge précédents, 


CVaVevr = Vorvorvr 
BU 2 i i 


c'est-à-dire des arcs compris dans la formule —— F dans laquelle 


m désigne aussi un nombre entier quelconque. 

Le second polygone de la deuxième série est l'hexagone ré- 
gulier, dont le côté est égal au rayon. On en déduit, comme 
nous l’avons déjà dit (n° 28), 

sin = ami cos — = v3 
Gi snd? 6 2 
Le premier polygone de cette série est le triangle équilatéral 


dont le côté est égal à V 3; on a donc : 


„ai V3 T I 
= er. e. COS treg IF 


3 3 Zia 


ces formules sont des conséquences des précédentes, puisque 
T T . Bioota te 

les arcs 7 et 5 sout complémentaires. La division par ?, et 

ensuite la multiplication, donnent les sinus et les cosinus de 


tous les arcs compris dans la formule 


g" 


44. — Le second polygone de la troisième série est le déca- 
gone régulier inscrit. Nous rappellerons d’abord comment on 
obtient le côté de ce polygone. Soit ABCDEFGHIK (fig. 22) 
un décagone régulier inscrit dans le cer- 
cle; joignons AD, langle inscrit ABG a 
pour mesure la moitié de l'arc AG com- 
pris entre ses côtés, c'est-à-dire deux di- 
visions de la circonférence ; l'angle AMB, 
. qui asson sommet M à l'intérieur du cer- 

- cle, a pour mesure la moitié de la somme 

. des arcs AB et DG compris entre ses cô- 
tés, © 'est-à-dire encore deux divisions de la cir conférence ; ces 


_ Fig. 99. | 
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deux angles étant égaux, le triangle ABM est isoscèle, et les 
deux côtés AB et AM sont égaux. Le triangle OMA est aussi 
isoscèle ; car l'angle inscrit DAF, ayant pour mesure la moitié 
de l'arc DF, c’est-à-dire une division, est égal à l'angle au 
centre AOB, qui a même mesure; les deux côtés AM et OM, 
opposés à ces angles égaux, sont égaux. Ainsi, le côté AB du 
décagone régulier est égal à AM et par suite à OM. Nous remar- 
quons actuellement que la droite AD est bissectrice de l'angle 
OAB; car les deux angles inscrits BAD, DAF, ayant pour me- 
sure les moitiés des arcs égaux BD, DF, sont égaux; or, on sait 
que la bissectrice AM de l'angle A d'un triangle OAB divise le 
côté opposé OB en deux parties OM, MB proportionnelles aux 
deux côtés adjacents OA, AB ; on a donc les rapports égaux 
OA OM 
“AB MB? 

si l’on romh le rayon OA par OB, etla longueur AB par 
son égale OM, il vient 


OB OM 
OM MB’ 
d’où OM = 0B x MB. 


Ceci nous apprend que le côté AB du décagone régulier est 
égal au plus grand segment OM du rayon partagé en moyenne 
et extrême raison. | 

Si l’on appelle r le rayon, et æ le segment OM, on a l'équation 

æ= r(r— t), 

ou 

(1) æ + re — r= 0. 
Cette équation du second degré a ses deux racines réelles et de 
signes contraires ; la racine positive, que nous désignerons par 
æ!, donne le côté du décagone régulier convexe 

æ QE #7 1) . 
2 

Il existe un autre décagone régulier. Si l'on joint les 
sommets du décagone régulier convexe de trois en trois, on 
‘passera par tous les points de division avant de revenir au 
point de départ, et l'on formera ainsi une figure régulière 
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ADGKCFIBEH (fig. 23) à laquelle on a donné le nom de déca- 
gone étoilé. La droite AD (fig. 22) est le 
côté du décagone étoilé; l'angle BOD qui 
a pour mesure l'arc BD, c'est-à-dire deux 

_ divisions de la circonférence, étant égal 
à langle OMD qui a même mesure, le 
triangle OMD est isoscèle et le côté DM 
est égal à OD; ainsi, le côté AD du dé- 

Fig. 23. cagone étoilé est égal au côté AM du dé- 
cagone convexe, plus le rayon DM. Si donc on appelle g” le 
côté du décagone étoilé, on a | 


Pa +r= VIEN. 


On en déduit z’ — x" = — r; la somme des racines de l’équa- 
tion (1) étant égale à — r, il en résulte que la seconde racine 
est égale à — g”. Ainsi, les côtés des deux décagones réguliers 
sont les valeurs absolues des racines de l'équation (1). 

Il existe aussi deux pentagones réguliers, le pentagone con- 
vexe, que l’on obtient en joignant de deux 
en deux les sommets du décagone con- 
vexe, et le pentagone étoilé, que l'on ob- 
tiènt en joignant de deux en deux les 
sommets du pentagone convexe, ou de 
quatre en quatre les sommets du déca- 
gone convexe (fig. 24). Si l'on revient à 
la figure 22, on voit que la droite DF est 
‘le côté du pentagone convexe, BF celui du pentagone étoilé.. 
Dans les triangles rectangles ADF, ABF, on a 


DF =ar aD ue — | HUE) | r(o—2V5); 


BF = AF an i perap T O 


on en déduit 


BF=- VTT 
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Si l’on prend le rayon pour unité, le côté du décagone con- 
vexe donne 
F0 V1 E 
sin TET IPP E z cos Sage + V 10 + 2 V5: 9; 
le côté du décagone étoilé donne ri 
37 T y5- +i 3r =Z 
sin Ai DRAA Eak, Aa COST = sin — . RÈ 2 Vio— V5. 
Le pentagone convexe reproduit sin — et le pentagone étoilé 


sin = ou cos Jit En divisant par deux plusieurs fois de 


suite et multipliant ensuite par m, on en déduira les sinus et 


les cosinus de tous les arcs compris dans la formule 


Au moyen de l'hexagone régulier et du décagone régulier, 
on peut construire le pentédécagone régulier ; car on a 
HR 2x. 
17 De" 10 
pour avoir l'arc du pentédécagone, il suffit donc de retrancher 
de l’arc de l’hexagone celui du décagone. Il est facile de trou- 
ver le sinus et le cosinus correspondant : on a, en effet, 


sin — = sin [7 T \= sin cos cos -— sin — 
TT Pga: (poji tioo 10 eye A 


cos- = cos (— =) — T cos sin —— 
s m=i Re 10 i 


T T a 
ei sin cos — par leurs 
et, si Pon remplace sin s soose G : 70 ” z p 


valeurs, 


sin = i V i0o+2v5 — LAANE br 
p VETITE p Ea 


15 
A laide de ce sinus et du cosinus, on pourra déterminer les 
sinus et les cosinus de tous les arcs compris dans la formule 
Mr 


35.9 
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Tables des fonctions circulaires. 


45. — On reconnaît aisément qu’une fonction circulaire de 
x, par exemple sin +, et l'arc x lui-même ne peuvent être liés 
par une équation algébrique entière s'appliquant à toutes les 
valeurs de la variable x. Car, si les quantités æ et sin æ satis- 
faisaient à une équation algébrique entière du degré m par 
rapport à æ, à chaque valeur de sin æ correspondraient les m 
racines de l'équation, et par conséquent m valeurs de æ ; mais 
on sait qu’à chaque valeur de sin + correspondent une infinité 
de valeurs de x. On démontre aussi qu’une pareille relation est 
impossible, même pour les valeurs de la variable x comprises 
entre certaines limites ; ainsi les fonctions circulaires sont des 
fonctions transcendantes de l'arc, et il est impossible de calcu- 
ler leurs valeurs pour des valeurs quelconques de la variable 
par un nombre limité d'opérations élémentaires. Il est donc 
nécessaire de construire des tables analogues à celles des loga- 
rithmes, tables qui renferment les valeurs que prend la fonc- 
tion pour des valeurs de la variable æ convenablement choisies. 
Lorsqu'on donnera à la variable une valeur qui ne se trouve 
pas dans la table, on considérera les deux valeurs consécutives 
qui la comprennent et on interpolera comme pour les loga- 
rithmes, c'est-à-dire que, dans l'intervalle, on supposera les 
variations de la fonction | Aid PU à celles de la va- 
riable, 

Dans la construction des tables, on regarde l'arc comme la 
variable indépendante, et on lui donne une série de valeurs 


en progression arithmétique depuis 0 à sil est inutile de 


prolonger la table au delà; car, d'après les formules des n° 7, 
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8 et 9, on ramène facilement l'arc entre les limites 0 et F . Si 


l’on construit simultanément une table de sinus et une table 


A T : , 
de cosinus, on peut s'arrêter à — ; car le sinus d'un arc plus 
A 


T . , . . 

grand que a est égal au cosinus de l'arc complémentaire, qui 
T 
4 
taugentes, sécantes et cosécantes. 


est plus petit que . Il en est de même des tangentes et co- 


PRINCIPES SERVANT A LA CONSTRUCTION DES TABLES. 


46. — Nous remarquons d’abord que de Où — , l'arc est 
plus grand que son sinus et plus petit que sa tangente. 

Soit AM (fig. 25), un arc plus petit que y ; prenons l'arc 
AM’ égal à AM, et par les points M et M’ 
menons les tangentes MT et M'T. L’arc 
MAM’ est plus grand que la corde MM’ et 
plus petit que la ligne brisée envelop- 
pante MTM’. Si l'on prend la moitié de 
ces trois longueurs, on voit que l'arc AM 

Fig. 25. est plus grand que son sinus MP et plus 
petit que sa tangente MT. 


á A T 
En désignant par æ un arc quelconque moindre que + ,on 


a donc 
tang a > a > sin a. 


En divisant ces trois quantités par le nombre positif sin 4, il 
vient 


1 a 
COS 4 -i sin & > ti 
on en déduit 
sin & 
cos 4 < 5 ee 


Ainsi, le rapport du sinus à l'arc est compris entre l'unité et le 
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cosinus. Si l'arc est très-petit, le cosinus différant très-peu de 

l'unité, le rapport différera lui-même très-peu de l’unité. Sup- 

posons maintenant que l'arc a diminue de plus en plus et tende 
sin & 


vers zéro ; cos q tendant vers l'unité, le rapport , qui est 


compris entre cos & et l'unité, tendra lui-même vers l’unité. 
On en conclut que le rapport du sinus à l'arc a pour limite 
l'unité, quand larc diminue jusqu'à zéro. 


Sa © différant très-peu de l'unité, quand 


#3. — Le rapport 
l'arc a est très-petit, on peut écrire 
sin æ 

a 


=1—s, 


LA 


¿désignant une fraction très-petite. On en déduit 

ox tuerto i sin 4 = à — el. 

Ainsi, la différence qui existe entre le sinus d’un arc très- 
petit et larc lui-même est une fraction très-petite de l’arc ; en 
d’autres termes, quand on prend pour le sinus d’un arc très- 
petit l'arc lui-même, on commet une erreur relative très-petite. 
Nous nous proposons d'évaluer cette erreur. 

Si dans la relation 


ai a a a a 
si = ? sin — — = — = 
= hi 2 sin 9 cos 3 2 tang J cos D” 
r | a iye : Í 
on remplace tang -7 par une quantité plus petite _ , On di- 


minue le second membre et l’on a 


ÿ a (2 
sin & > 2 -y COS" -7 z 
ou 
č T: 
sina >a ( — sin? $): 


& 


pi Sa : t 1) @ 
Si, dans cette dernière inégalité, on remplace sin . par 


a ASIE) 
TZ > C qui diminue encore le second 


une quantité plus grande 
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membre, on a, à plus forte raison, 
2 
sin 4 > afi SeT 


ou 
! aè 
Shar ANNEE à 


on en déduit 
e aè 
a — sin 4 < TE 


Ainsi la différence du sinus à l'arc est moindre que le quart 
du cube de larc, et l’on a les inégalités 


ai | 
GET a Ni 


Quand on prend pour le sinus d’un arc très-petit larc lui- 
3 


à ; i a à 
même, l'erreur absolue est moindre que x ak et l'erreur rela- 


x s a? 
tive moindre que E & 


48. — Le cosinus d’un arc très-petit diffère très-peu de 
l'unité ; évaluons cette différence. Si dans la relation 


a BPR: "a 
COS 4 = COs? 9 — i Med demi 


jen EN S ai 
on remplace sin y Par la quantité plus grande E ? on dimi- 


nue le second membre et l’on a 


ts aide 
cos æa > fines. sii 


E ; EN à? 
Ainsi cos a est compris entre l'unité et 1 — F Quand on 
prend l'unité pour valeur approchée du cosinus d’un arc très- 


! | a? s 

petit, on commet une erreur moindre que m Mais quand on 
a? : 

prend 1 T7 7e, Pour valeur approchée du cosinus, on commet 


une erreur beaucoup plus petite. 
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ai ; a? ; 
En effet, puisqu'on a sin 4 > 4 ———, on en déduit, en 


4 
AIOR NYG a RARE : 
remplaçant a par yo ny =" 9 735 i Sh dansla relation 


Ea 
cos a = Î sin, 


TE I jig EET? aÿ 
on met à la place de sin CI la quantité plus petite He 
on augmente le second mémbre et l’on a 

m., a’ 
PEAN PARL ASE | i T2 


En supprimant le dernier terme qui est négatif, on a, à plus 
forte raison, i 


aè a* 
COS & < 1 CR ue M 


On en déduit les inégalités 
a? a? a 
Î GOT < cos a < T FRE LT 


2 
ainsi, quand on prend la quantité trop petite 1 — + pour 


valeur approchée du cosinus, on commet une erreur moindre 
a 


que 6 : 


CONSTRUCTION DES TABLES. 


49. — Supposons qu'on veuille calculer les sinus et les cosi- 
nus des arcs de 10 secondes en 10 secondes, de zéro à 90 
degrés dans l'ancienne division. Il faut d’abord trouver la 
valeur de sin 10” et celle de cos 10” avec une certaine approxi- 
mation. 

La différence du sinus de l'arc très-petit de 10” à Parc 
lui-même étant une quantité relativement très-petite, nous 
prendrons la longueur de l'arc de 10” pour valeur approchée 


de sin 10/; l'erreur commise, comme nous l'avons dit, sera 
M. DELAGRAVE. 
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moindre que le quart du cube de l'arc. Évaluons d'abord cette 
erreur. 

La demi-circonférence contenant 64800 fois l'arc de 10”, la 
longueur de l’arc de 10” que nous désignerons par « est 


T 


RO 


En prenant pour ~ la valeur trop grande 3, ? on a 


a < 0,00004° 


et par suite 
3 
T < 0, 00000 00000 0004. 


L'erreur ne portant que sur la quatorzième décimale, nous 
aurons sin 10” avec treize décimales exactes. Si l’on divise par 
64800 le nombre 


= 3, 14159 26535 89793 23846... 
on trouve que le quotient est égal à 
0, 00004 81813 681, 


plus une fraction complémentaire moindre qu'une demi-unité 
du treizième ordre décimal. Ponr avoir la valeur exacte de 
sin 10”, il faudrait en retrancher une fraction moindre qu'une 
demi-unité du treizième ordre décimal ; si l’on prend 


0, 00004 84813 681 


pour valeur approchée de sin 10”, on commettra une erreur 
égale à la différence de ces deux fractions, et par conséquent 
moindre qu’une demi-unité du treizième ordre décimal. 

Calculons maintenant cos 10”. Nous prendrons pour valeur 

2 
et & : x 
approchée de cos 10” la quantité 1 — F? et l'erreur commise 
å 


x . 
TE? et par conséquent moindre que 


ou aura donc cos 10” avec dix-huit chiffres décimaux exacts. 


sera moindre que ou: 
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En faisant le calcul on trouve 


æ = 0,00004 84813 68110 953 
a? — 0,00000.00023 50443 053 


a? 


= 0,00000 00011 75221 526 


par défaut avec dix-huit décimales exactes ; on en déduit 
` ? 
1 Test — 0,99999 99988 24778 474 


par excès, avec une erreur moindre qu'une unité du dix-hui- 
tième ordre décimal; pour avoir le cosinus de l'arc de 10”, il 
faudrait y ajouter une fraction moindre qu'une unité du dix- 
huitième ordre décimal ; si l'on prend pour valeur approchée 
de cos 10” le nombre précédent, l'erreur, qui est la différence 
des deux erreurs, sera moindre qu’une unité du dix-huitième 
ordre décimal. 


50. — Une fois que l’on connaît le sinus et le cosinus du 
premier terme de la progression arithmétique, la règle du n° 36 
permet de calculer successivement les sinus et les cosinus de 
tous les termes de la progression. En désignant par q la quan- 
tité connue 2 cos 10”, on a 


sin 20/ — q sin 10”, cos 20” = q cos 10/ — 1, 
sin 30” =q sin 20” — sin 10”, cos 30” = q cos 20” — cos 10”, 
sin 40” = q sin 30” — sin 20”, cos 40” = q cos 30” — cos 20" 


3 


On peut abréger les calculs en remarquant que la quantité q 
diffère très-peu du nombre ?, et posant q = 2 — p ; les for- 
mules deviennent 


sin 20” — sin 10” = sin 10” — p sin 10”, 
sin 30” — sin 20” = (sin 20” — sin 10”) — p sin 20” ; 
sin 40” — sin 30” = (sin 30” — sin 20”) — p sin 30” ; 
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2 
. å à LA 
Comme on a pris approximativement cos 10” = 1——-,0on a 


p = 2 — ? cos 10” —4. Ainsi la lettre p désigne la quantité 
très-petite z? calculée précédemment, et l'on a 


p = 0,00000 00023 504. 


On calculera d’abord le produit p sin 10” que l'on retranchera 
de sin 10”, ce qui donnera la différence sin 20/ — sin 10”; en 
ajoutant cette différence à sin 10”, on aura sin 20”. On multi- 
pliera ensuite sin 20” par p, et on retranchera le produit de 
sin 20” — sin 10”, ce qui donnera la différence suivante 
sin 30” — sin 20”; ajoutant cette différence à sin 20”, on aura 
sin 30/ ; et ainsi de suite de proche en proche. Les huit pre- 
miers chiffres décimaux du nombre p étant des zéros, il n’y a 
dans chaque multiplication que cinq produits partiels à cal- 
culer, ce qui abrége beaucoup les opérations ; en multipliant 
par le nombre q on aurait quatorze produits partiels à effectuer. 


54. — La construction des tables de sinus et de cosinus né- 
cessite une longue suite de calculs approchés. On vérifiera les 
calculs à l’aide des sinus et des cosinus que l’on sait trouver 
directement. On peut employer dans ce but les sinus et les 
cosinus des arcs de 9 en 9 degrés. | 

Nous avons trouvé (n° 44). 


V5—1 


4 
V5+1 
4 


sin 18°— r À cos 18°— 


V10—2 V5 


» : COS Din 00" r 


sin 54°=cos 36°— 


Du sinus de l'arc de 18° on déduit sin 9° et cos 9° à l'aide des 
formules du n° 38. On a en effet 


sin 9° + cos 9° = 


V3+V5 
2 


V5—V5 


sin 9° — cos 9° = — 7 ; 
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Pur rer Lt 
cos 9° =+ PEET ES LEEVI! 

Du sinus de l'arc 54° on déduit de la même manière 
sing =- (V5 + V5 V3- V5) 

cos 27 = > (V5+V5+V3-V5) 


On a d’ailleurs 


d'où 


v2 
2 


sin 45° = cos 45° = 


Nous formons ainsi le tableau suivant : 


sin = apr 34V5—V5-V5), cos 9e — LV VE vs), 
sin |8.= ——— Fe der MP, cos 18 = V 1042 V5, 

sin 27° => (V5-v5--V 35), : cos 27 2 1 = (V545+V3—v5 35). 
sin 36° = +(V10—2y5, cos 36° Yat 

sin 45° =v k cos 45° = sai 


52. — Comme la plupart des calculs se font par logarithmes, 
on a construit des tables contenant, non pas les valeurs mêmes 
des fonctions circulaires, mais celles de leurs logarithmes. On 
déduira ces nouvelles tables des précédentes à l’aide de la table 
ordinaire des logarithmes des nombres entiers ; mais on peut 
aussi les calculer directement en employant des séries dont 
nous parlerons plus tard, 

Quand les tables des logarithmes des sinus et des cosinus 
sont construites, celles des logarithmes des tangentes et des 
cotangentes s'en déduisent par les relations 
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d’où 
log tang x = log sin x — iog cos x, 
log cot x = log cos x — log sin x. 


Il est inutile d'inscrire dans les tables les logarithmes des 
sécantes et des cosécantes, puisqu'en vertu des relations 


1 
; COSÉC Z = ——— , 


séc g = = 
sin æ 


COS T 
on a 


log séc z = — log cos x, log coséc s = — log sin x. 


Les tables les plus usitées en France sont les petites tables de 
Lalande à cinq décimales, et les grandes tables de Callet à sept 
décimales. Nous parlerons d'abord des tables de Lalande, puis 
nous ferons connaître celles de Callet. 


TABLES DE LALANDE. 


53. — Les tables de Lalande contiennent les logarithmes des 
sinus, cosinus, tangentes et cotangentes des arcs de minute en 
minute de 0 à 45 degrés. Le nombre des degrés est marqué au 
haut de la page et les minutes dans la petite colonne à droite ; 
les logarithmes des sinus sont inscrits dans la colonne intitulée 
sinus, ceux des tangentes dans la colonne intitulée tang., etc. 
La lecture se fait de haut en bas. 

La table se prolonge ensuite de 45 à 90 degrés en sens inverse. 
Les sinus des arcs de 45° à 90° étant égaux aux cosinus des arcs 
de 45° à 0°, la colonne des cosinus devient celle des sinus et 
réciproquement. Les cotangentes des arcs de 45° à 0° donnent 
de même les tangentes des arcs de 45° à 90° et les tangentes les 
cotangentes. Pour prolonger la table de 45° à 90°, on a- marqué 
les degrés au bas de la page et les minutes dans la petite co- 
lonne à droite. La lecture se fait ici de bas en haut. 

Les sinus et les cosinus étant plus petits que l'unité, leurs 
logarithmes sont négatifs ; mais, comme on l'a vu en algèbre 
pour les logarithmes de nombres plus petits que l'unité, on ne 
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se sert pas de logarithmes entièrement négatifs; on préfère 
laisser positive la partie décimale du logarithme et rendre né- 
gative seulement la partie entière ou la caractéristique. 

Pour éviter les caractéristiques négatives, on a, dans la plu- 
part des tables trigonométriques, ajouté 10 unités à chaque 
logarithme ; il convient dans la pratique de rétablir la vraie 
caractéristique en retranchant ces 10 unités. Ainsi on écrira 


log sin 230 = 2,63968 
log sin 35°28” = 1,76360 
log sin 64°53” = 1,95686 


Les vrais logarithmes des sinus et des cosinus auront tous des 


caractéristiques négatives; cette caractéristique est F excepté 
quand larc est compris entre 0° et 5° 44’ pour le sinus et entre 
84° 16” et 90° pour le cosinus. 

La tangente étant plus petite que l'unité de 0° à 45°, et plus 
grande que l’unité de 45° à 90°, la caractéristique de son loga- 
rithme est négative dans le premier intervalle, positive dans 
le second ; c'est le contraire pour les cotangentes. Pour éviter 
les caractéristiques négatives, on a aussi ajouté 10 aux carac- 
téristiques négatives ; on aura soin dans la pratique de retran- 
cher ces dix unités pour rétablir la vraie caractéristique. Ainsi 
on écrira | 

log tang 5°30/ — 2,98358 
log cot 23°15/ — 0,36690 
log tang 86°20/ = 1,19326. 


A côté de la colonne des sinus, dans une colonne intitulée D, 
sont inscrites les différences tabulaires, c'est-à-dire les diffé- 
rences qui existent entre deux logarithmes consécutifs. De 
même, à côté de la colonne des cosinus est une petite colonne 
renfermant les différences tabulaires. 11 faut remarquer que 
les différences tabulaires relatives au sinus sont positives, 
puisque le sinus va en augmentant, tandis que celles relatives 
au cosinus sont négatives, puisque le cosinus va en diminuant. 

Entre la colonne des tangentes et celle des cotangentes, se 
trouvent les différences tabulaires qui sont les mêmes pour les 
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tangentes et les cotangentes, mais avec des signes contraires, 
puisque la tangente et la cotangente d'un même arc ont des 
logarithmes égaux et de signes contraires. 

Pour faire usage des tables des fonctions circulaires, il faut 
savoir résoudre les deux questions suivantes : {° étant donné 
un angle, trouver le logarithme d’une de ses lignes trigono- 
métriques ; 2° réciproquement, étant donné le logarithme d’une 
ligne trigonométrique, trouver l'angle correspondant. 


Étant donné un angle, trouver le logarithme d'une de ses 
lignes trigonométriques. 


54. — Lorsque l'angle donné ne contient que des degrés et 
des minutes, on trouve immédiatement dans les tables les loga- 
rithmes de ses lignes trigonométriques. Mais si langle contient 
des secondes et des fractions de seconde, il faudra effectuer 
une interpolation. Quelques exemples feront bien comprendre 
la manière de procéder : 

1° Trouver le logarithme de sin 25° 12’ 34”. On cherchera 
dans les tables le logarithme de sinus 25° 12’. La différence 
tabulaire est 27, c’est à-dire que si l’on augmentait l'angle 
d’une minute, il faudrait augmenter le logarithme du sinus 
de 27 unités du cinquième ordre décimal. On admet que les 
accroissements du logarithme sont sensiblement proportion- 
nels aux accroissements de langle, quand il s’agit d’accroisse- 
ments plus petits qu’une minute. On dira donc : à un accrois- 
sement de 1 dans l’angle correspond un accroissement 27 dans 
le logarithme ; à un accroissement de 1” dans l'angle corres- 


pond un accroissement Lu dans le logarithme ; à un accrois- 
sement de 34” correspond une augmentation HSM 15 


dans le logarithme. On disposera l'opération de la manière 
suivante : 


log sin 25°12  — 1,62918 
p" 34” 15 
log sin 25° 1% 34” — 1,62933 
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2° Trouver le logarithme de cos 38°45/27/, On cherchera dans 
les tables le logarithme de cos 38°45/. La différence tabulaire 
est 10, c'est-à-dire que si l’on augmentait l'angle d’une minute, 
il faudrait diminuer le logarithme du cosinus de 10 unités du 
cinquième ordre. Admettant que la diminution du logarithme 
du cosinus est sensiblement proportionnelle à l'accroissement 
de l'angle, quand il s'agit d'accroissements plus petits qu’une 
minute, on dira comme précédemment : à un accroissement 


j | 22880 10 
de 1” dans l'angle correspond une diminution —— dans le lo- 


60 
garithme, à un accroissement de 27/ correspond une diminu- 
tion ET 2 5 dans le logarithme. On écrira 
log cos 38°45” = 1,89203 
p" at — 5 


log cos 38°45/27/ — 1,89198 


3° Trouver le logarithme de tang 75°28/36/. On cherchera 
dans les tables en allant de bas en haut le logarithme de 
tang 75°28/; la différence tabulaire est 52; interpolant par par- 
ties proportionnelles, on voit qu’à une augmentation de 36” 


52x36 
Eten 


dans langle correspond une augmentation 
dans le logarithme. On écrira 
log tang 75°28" = 0,58630 
pë 36” 31 
log tang 75°28/36/ = 0,58661 
4° Trouver le logarithme de cot 81°45/20/. On cherchera 
dans les tables log cot 81°45/; la différence tabulaire est 89 : à 


un accroissement de 20/ dans l'angle correspond une diminu- 


tion de TES 30 dans le logarithme de la cotangente; 


On écrira 
log cot 81045 = 1,16135 
4 207 + — 30 
log cot 81°45/20/ = 1,16105 
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55. — Nous avons interpolé par parties proportionnelles, ce 
qui n’est pas rigoureusement-xact. Quand on cherche le loga- 
rithme d’un sinus, on démontre qne si l'angle est plus grand 
que 1°30 environ, l'erreur provenant de la proportion n’altère 
pas les cinq premiers chiffres décimaux ; on peut, dans ce cas, 
considérer la proportion comme exacte. Mais si l’angle est plus 
petit que 1°30’, l'emploi de la proportion pourra altérer le cin- 
quième chiffre décimal d'une ou de plusieurs unités; de 1° à 
1°30, l'erreur ne dépasse pas une unité ; de 45/ à 1° elle ne dé- 
passe pas ? unités, de 36’ à 45’, elle peut s'élever à 4 unités ; 
pour les angles plus petits que 36/, elle devient beaucoup plus 
forte. 

Quand on cherche le logarithme d’un cosinus, la proportion 
peut être considérée comme exacte tant que l'angle est plus 
petit que 88°30 environ. 

Quand on cherche le logarithme d’une tangente ou d’une co- 
tangente, la proportion ne donne pas d’erreur sensible tant 
que langle est compris entre 1°30” et 88°30. 

Aussi quand on a de très-petits angles, convient-il de faire 
usage d’une table supplémentaire procédant de seconde en se- 
conde ou de dix secondes en dix secondes. 


Étant donné le logarithme d'une ligne h'igonométrique, 
trouver l'angle correspondant. 


56. — Si l’on donne le logarithme d'un sinus ou d’une tan- 
gente, on cherchera dans la table le logarithme immédiate- 
ment inférieur au logarithme donné. Mais si l’on donne le 
logarithme d’un cosinus ou d’une cotangente, on cherchera le 
logarithme immédiatement supérieur ; puis on interpolera par 
parties proportionnelles. 


1° Soit log sin æ — 1,87438. 


Le logarithme de sin 48°29’ est celui qui, dans les tables des 
sinus, approche le plus par défaut du logarithme donné; ce 


logarithme est 1,87434 ; il en diffère de 4 unités du cinquième 
ordre décimal. La différence tabulaire est 12, c'est-à-dire que 
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si l'on ajoutait 12 au logarithme, il faudrait ajouter une mi- 
nute à l'angle ; les accroissements du logarithme et de langle 
étant sensiblement proportionnels, on dira : à un accroisse- 
ment 12 dans le logarithme, correspond un accroissement de 


1’ ou de 60” dans l'angle; à un accroissement 1 dans le loga- 
; è 60” L ` 
rithme correspond un accroissement —-— dans l'angle ; à un 


12 
accroissement 4 dans le logarithme correspond un accroisse- 
M 
ment TES 20” dans langle. Ainsi l'angle cherché est 
482920". 


On dispose l'opération de la manière suivante : 


log sin æ = 1,87438 
log sin 48°29  — 1,87434 
p' 20” 4 

æ = 48°29/20/. 


2° Soit log cos æ = T,90844. 


Le logarithme de cos 35°54 est celui qui approche le plus 
par excès du logarithme donné ; ce logarithme est 1,90851 : il 
en diffère de 7, unités du cinquième ordre décimal. La diffé- 
rence tabulaire est 9, à une diminution de 9 dans le logarithme 


du cosinus correspond un accroissement de 1° ou de 60” dans 
n 

larc ; à une diminution ! correspond l'accroissement aona ;à 

ke dr None à : 60/><7 

une diminution 7 correspond l'accroissement pem 477. 


L’angle cherché est 35°5ÿ/47/. On écrira 


log cos x = 1,908414 
log cos 35°54  — 1,90861 
p' 47/ — 7. 

2 = 355447. 


52. — Il importe de se rendre compte du degré d’approxi- 


mation avec lequel on obtient l'angle, quand on le détermine 
ainsi par le logarithme d’une de ses lignes trigonométriques, 


www.rcin.org.pl 


60 LIVRE I, CHAPITRE IV. 
Supposons d'abord l'angle défini par le logarithme de son 
sinus. Soit, par exemple, log sin m = ?2,58613. Le logarithme 


2,58419 du sinus de 21% est celui qui en approche le plus par 
défaut ; il en diffère de 194. La différence tabulaire étant 328, 
194 >< 60 
ossi 
nant l'approximation. Soit en général log sin æ—a; appelons x, 
langle qu’on obtient par la méthode précédente, et A la diffé- 
rence tabulaire dont on s’est servi; pour produire une varia- 
tion d’une unité du cinquième ordre décimal dans le loga- 
rithme du sinus, il faut faire varier l'angle d’une quantité 
60/ 


il faut ajouter à l'angle = 35”, 48. Voyons mainte- 


; par conséquent, le même mode d'interpolation don- 


AZ 


nerait les valeurs approchées log sin (£, + «) = à + et 


; Shai.. i : : 
log sin (z, —x)=a— Tg ` Mais on sait que l'erreur provenant 


de l'interpolation par parties proportionnelles est moindre 
1 | 
que -` on en conclut que la valeur exacte de log sin (x,+«) 


est plus grande que à, et que la valeur exacte de log sin (x, —«) 
est plus petite que a. Les logarithmes des sinus des arcs <; —a . 
et x+ « étant, l'un inférieur, l’autre supérieur à a, il est clair 
que l'arc æ, dont le sinus a pour logarithme a, est compris 
entre æ, — z et æ, + x; si l'on prend la valeur approchée z, 


on commettra une erreur moindre que «, c’est-à-dire moindre 
o” 
que 


. Dans l'exemple précédent, l'erreur est moindre 
A 
328’ 
puisse pas compter sur le chiffre des dixièmes de seconde, 
comme l'erreur est ici moindre que ? dixièmes, il est bon de 

conserver ce chiffre, et l’on écrira & = 2°19/35/ 5, 

La différence tabulaire allant sans cesse en diminuant, 
quand langle croît de 0° à 90°, il en résulte que l'erreur 
absolue commise sur l'angle va en augmentant. Au-des- 
sous de 12°, la différence tabulaire étant plus grande que 


i 118 5.9: 
que et par conséquent moindre que 0”,2. Quoiqu'on ne 
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vav 


60, l’erreur commise sur l'angle est moindre que ou 


60 
i”. Mais au delà de 12° on n'a plus les secondes exactement. 


Dans le voisinage de 22°, la différence tabulaire étant 30, la 
UA P 
limite de l'erreur est Lin ou ?/ ; dans le voisinage de 30°, elle 


30 

est de 3/7 dans le voisinage de 40°, de 4” ; dans le voisinage de 
45°, de 5”; vers 50°, elle est de 6” ; vers 55°, de 7/ ; vers 60°, 
de 8/; jusque-là on a l'angle à moins de 10 secondes près. 
Mais au delà de 60° l'erreur croît rapidement : vers 70° elle est 
de 12”, vers 80° de 30”, vers 85° elle peut s'élever à une mi- 
nute. Dans le voisinage de 88°, on voit le même logarithme se 
rapporter à trois angles consécutifs ; comme on peut prendre 
à volonté l’un des trois angles, l’erreur peut s'élever à 3 mi- 
nutes. On conclut de là que les angles voisins de 90 degrés sont 
très-mal déterminés par leurs sinus. De même les petits angles 
sont mal déterminés par leurs cosinus. Mais les tangentes 
n'offrent pas le même inconvénient: si nous parcourons la 
colonne des différences tabulaires relatives aux tangentes, nous 
voyons qu'elles diminuent de 0° à 45° pour augmenter ensuite 
de 45° à 90° ; l'erreur augmente donc jusqu'à 45° pour dimi- 
nuer ensuite. Au dessous de 12°, l'erreur commise sur l'angle 
est moindre qu'une seconde ; vers 27° la limite est de 2”, vers 45° 
de ?/,4 ; au delà de 45° elle diminue, repassant par les mêmes 
valeurs que précédemment, puisque la différençe tabulaire 
redevient la même. C’est vers 45° que l'erreur est la plus 
grande, et sa limite est alors 2?”,4. Ainsi, quand on détermine 
un angle par sa tangente ou par sa cotangente au moyen des 
tables de Lalande, l'erreur commise sur l'angle reste toujours 
_ inférieure à 3 secondes. 

Il faudra donc dans la pratique, autant que l’on pourra, 
déterminer les angles inconnus par leurs tangentes ou leurs 
Cotangentes, plutôt que par leurs sinus ou leurs cosinus. 


58. — Ilest aisé de se rendre compte de la raison pour la- 


quelle les angles voisins de 5 sont mal déterminés par leurs 
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sinus. Soit æ un arc voisin de 7’ h un accroissement très- 


petit donné à cet arc, on a 


sin (x + h)—sin z =? TE cos (z +=) : 
d’où 


sin (x+h) — sing _ e ( 3 ) 

p à 
2 

sin 5 


lui-même diffère très-peu de l'unité ; si l’arc x est voisin de + j 


x cos (2 + +) 


du sinus de l'arc très-petit FA à l’arc 


a et 
Le rappor 3 


lesecond facteur cos (z + + est très-petit ; le premier membre 
a donc une valeur très-petite, et par conséquent la différence 
sin (x + À) — sin x est très-petite par rapport à h. Ainsi, quand 
l'arc est voisin de = , la variation du sinus est très-petite par 
rapport à celle de l’arc. Inversement, on a 


res Ae 


sin (x + h) — sin æ sin (5) cos (o+ $) ° 


quand l'arc x est voisin de F , le second facteur ñ 
COS | T - 5) 
étant très-grand, le rapport de la variation A de l’arc à'celle du 
sinus est très-grand, et, par conséquent, à une variation très- 


petite du sinus correspond une variation beaucoup plus grande 
de l’arc. 


TABLES DE CALLET. 


59. — Les tables de Callet contiennent les logarithmes des 
sinus et des cosinus, des tangentes et des cotangentes, de dix en 
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dix secondes depuis 0° jusqu'à 45°. Les degrés sont marqués au 
haut de la page ; les minutes dans une petite colonne à gauche 
et les dizaines de secondes à côté des minutes. La lecture se fait 
en descendant. 

Les tables reviennent ensuite sur elles-mêmes et se prolongent 
ainsi de 45° à 90°, les sinus et les tangentes devenant les cosi- 
nus et les cotangentes des arcs complémentaires et réciproque- 
ment. De 45° à 90° les degrés sont marqués au bas de là page, 
les minutes dans une petite colonne à droite et les dizaines de 
secondes à côté ; la lecture se fait ici en montant. 

Pour éviter les caractéristiques négatives, on a ajouté 10 aux 
logarithmes des sinus et des cosinus, et aussi aux logarithmes 
des tangentes de 0° a 45° ou des cotangentes de 45° à 90°. On 
aura soin dans la pratique de rétablir les vrais caractéristiques 
en retranchant {0 ; les logarithmes des cotangentes de 0° à 45° 
ou des tangentes de 45° à 90°, ayant leurs caractéristiques po- 
sitives, n'ont pas été altérés. 

A côté de chaque colonne de logarithmes se trouvent les 
différences tabulaires. 

L'usage des tables de Callet n'offre aucune difficulté. On 
procédera comme avec les tables de Lalande, seulement le cal- 
cul des parties proportionnelles sera beaucoup plus simple. 


Étant donné un angle, trouver le logarithme d'une de ses 
lignes trigonométriques. 


60. — On demande, par exemple, log sin 32° 28° 45/,6. On 
cherchera dans la table log sin 32° 28’ 40”. La différence tabu- 
laire est 331 ; admettant que les accroissements du logarithme 
du sinus sont sensiblement proportionnels aux accroissements 
de l'angle, quand il s'agit d’accroissements plus petits que dix 
secondes, on dira : à un accroissement de 10” dans l’angle cor- 
respond un accroissement 331 dans le logarithme ; à un ac- 
croissement de 1” dans langle correspond un accroissement 
33,1 dix fois plus petit dans le logarithme ; à un accroissement 
de 5/,6 dans l'angle correspond un aceroissement 


33,1 >< 5,6 = 185 
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dans le logarithme. On disposera l’opération de cette manière ; 


log sin 32° 28 40”. = 1,7299520 
p' E rot +85 
log sin 32° 28’ 45,6 = 1,7299705 


De même, soit à trouver log cos 51° 47/ 18/,7. On cherchera 
dans la table log cos 51° 47 10” ; la différence tabulaire étant 
267 pour 10”, un accroissement de 8/,7 dans langle produit 
une diminution égale à 26,7 >x< 8,7 =?3? dans le logarithme 
du cosinus. On écrira donc 


log cos 51° 47/ 10” = 1,7914091 
pr 8/,7 Su 938 
log cos 51° 47/ 187,7 = 1,7913859 


On procédera pour les tangentes comme pour les pi et 
pour les cotangentes comme pour les cosinus. 

La règle du calcul des parties proportionnelles est la sui- 
vante : pour avoir la quantité dont il faudra augmenter ou 
diminuer le logarithme des tables, on divisera la différence ta- 
bulaire par 10, et on la multipliera par le nombre des secondes 
et des fractions de seconde. 


61. — Nous avons supposé que les variations des logarithmes 
des lignes trigonométriques sont sensiblement proportionnelles 
aux variations de l'angle ; cette proportion n'étant pas rigou- 
reusement exacte, l’interpolation par parties proportionnelles 
produira dans le logarithme une certaine erreur. 

On démontre que l’erreur est moindre qu’une unité déci- 
male du septième ordre, pour tous les angles plus grands que 
5° quand il s'agit d’un sinus, et par conséquent pour tous les 
angles plus petits que 85°, quand il s’agit d’un cosinus, et de 
inême pour tous les angles compris entre 5° et 85°, quand il 
s’agit d'une tangente et d’une cotangente. Ainsi, entre ces li- 
mites, on peut regarder la proportion comme exacte. 

Mais, si l'on cherchait de cette manière le logarithme du 
sinus ou de la tangente d’un angle très-petit, on pourrait com- 
mettre sur le logarithme une erreur d’une ou de plusieurs 
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unités du septième ordre décimal. Pour éviter cet inconvé- 
nient, les tables de Callet renferment les logarithmes des sinus 
et des tangentes de seconde en seconde pour les cinq premiers 
degrés. L'interpolation par parties proportionnelles, ne portant 
alors que sur les fractions de seconde, ne causera pas d'erreur 
sensible. 


Étant donné le logarithme d’une ligne trigonométrique, 
trouver l'angle correspondant. 


62. — Soit, par exemple, log sin æ = 1,1034756. On cher- 
chera dans Les tables des sinus le logarithme le plus approché 
par défaut; c’est log sin 7°17/20/ = 1,1033667, qui diffère du 
logarithme proposé de 1089. La différence tabulaire est 1645. 
Les accroissements de l’angle étant sensiblement proportion- 
nels à ceux du logarithme, on dira : à l'accroissement 1645 du 


logarithme correspond l'accroissement 10” dans langle ; à l'ac- 
UA 
croissement i du logarithme correspond l'accroissement — 


1645 
de l'angle ; à l'accroissement 1089 du logarithme correspond 
I 
l'accroissement RE = 6”,62. On écrira donc 
loc sin g = 4 1034756 
log sin 717207  —1,1033667 
pour 6/,62 1089 


æ = 1°17/26/”,62 
Soit encore log cos x = 1,6453478. On écrira 


log cosz  —1,6453478 

log cos 6324620 = 1,6453641 

pour 3/,82 — 163 

æ = 63°46/23”,82 
On a cherché dans les tables le logarithme du cosinus le 
plus approché par excès, puis on a interpolé par parties pro- 
portionnelles comme précédemment. 

La règle du calcul des parties proportionnelles est la sui- 


vante : Pour avoir les secondes et les fractions de seconde, on 
5 
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multiplie par 10 la différence qui existe entre le logarithme 
donné et celui des tables, et on divise le résultat pon la diffé- 
rence tabulaire. a 

On procède pour la tangente comme pour le sinus, pour la 
cotangente comme pour le cosinus, 


63. — Examinons maintenant l'approximation avec laquelle 
on ianh les angles. Appelons A la différence tabulaire qui 
correspond à une variation de 10” dans l’angle ; d’après le rai- 


sonnement qui a été fait précédemment, l'erreur commise sur 
/! 
langle cherché est moindre que 


. Dans le premier exem- 
ple, la différence tabulaire étant 1645, l'erreur commise sur 


l'angle est moindre que ou que 0”,01 ; on a donc l'angle 


107 
1645 
à moins d’un centième de seconde. 

Pour les sinus, les différences tabulaires allant en dimi- 
nuant de 0° à 90°, l'erreur absolue commise sur l'angle aug- 
meñte avec la valeur de l'angle. Pour bien montrer cette 
augmentation progressive de l'erreur, nous mettons en regard 
langle et la limite de l'erreur correspondante : 


5, 100, 20°., 300 , 40», 45°, 50e , Bio, 879, 88e, 89e, 89-107 
0,005, 07,01, 0”,02, 07,03, 07,04, 07,05, 07,1, 075, 17,27, 57, 107. 


Jusqu'à 50° l'erreur est moindre qu’un dixième de seconde, 
mais ensuite elle devient très-considérable. Ainsi les angles 
voisins de 90° sont mal déterminés par leurs sinus, de même 
les angles très-petits par leurs cosinus. 

Les tangentes et les cotangentes ne présentent pas le même 
inconvénient. L'erreur augmente jusqu'à 45°, où elle est 
moindre que 0”,03, pour diminuer ensuite jusqu'à 99°. Ainsi, 
quand on détermine un angle par le logarithme de sa tangente 
ou de sa cotangente, on peut compter que, dans tous les cas, 
l'erreur commise sera moindre que 0/,03. Le chiffre des 
dixièmes de seconde sera exact; cependant il sera bon de con- 
server le chiffre des centièmes, quoiqu'il puisse être fautif de 
quelques unités, | | 
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a 


Si l’angie cherché est plus petit que 5°, on emploiera la 
table supplémentaire relative aux petits angles et procédant de 
seconde en seconde. Ici l’approximation sera plus grande et 
pourra aller jusqu'aux millièmes de seconde. 

Les cercles, dont on se sert pour les observations astrono- 
miques et dans les opérations géodésiques qui exigent une 
grande précision, donnent les angles à une seconde près. Il 
faut, dans ce cas, pour ne pas augmenter l’erreur par le calcul, 
se servir des tables de Callet. Mais dans les opérations topogra- 
phiques ordinaires, où les angles ne sont mesurés qu’à une 
minute ou à une demi-minute près, les tables de Lalande sont 
suffisantes. 


Exercices. 


1° Démontrer les formules ` 


T aE EF.. 
j m arcsin— — arc sin 5? 
7 1 1 
> Donne tang gt? arc tang Fo 
1 i 
+= arc tang ~ — arc tang ter —arc tang F - 


2° Démontrer la formule 
sin æ + sin 3% + sin 5% 
cos æ -+ cos 3x + cos 5x 
3° Démontrer les formules 
sin æ =sin (36 + x) — sin (30° — x) + sin (720 + æ) — sin (72 — x), 
sin æ =sin (540 + æ) Lsin (94° — x) — sin (18° + æ) — sin (18° — x). 
40 Si les angles 9 et u satisfont à la relation 
(1 + e cos 0) (1 — e cos u) = À — e, 


tang 3æ— 


on à 
0 l+e u 
tane — = En AE Le 
"2 deme NA 
5° Vérifier les identités suivantes : 
sin a + ? sin 3a + sin 54 sin 34 


sin 3a + ? sin 52 + sin 74 sin 5a ? 
cos? (a — b) + cos2b —? cos a cos b cos (a — b) = sin? a, 
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r Ag paas 

nb x (5 4: —a) ai 4 tang @ (1 — tangt a) 
—— m — sin A, A tangta) — = sin Aa, 
1+ tang? K + a) j 


4 sin a sin 5- Jin ($ + a)= sin 34, 
4 cosa cos (E — a) cos( + a) = CoS 34, 


sin a + sin na + sin (2n — 1)a 
— M = tang na. 
cos a E cos na -+ cos (2n — fja 


Go Résoudre les équations suivantes : 
tang (— z) + ċotang (7 — x) = 4; Réponse : = nr € 
a © 4 © Æ re P P : T= — 


LÀ 
6 
sin æ + sin 2% + sin 3x —0; R: 2 = nr, Où & = 2nr + ns 


— 


cos æ—+cos 27+- cos 3x=0; R: ro fn+ = Jr ou æ = 2nr + Li 


tang e + tan [+ +2) = 0; R: w= nr + (1). 


tang 2æ—cotangæ =8cosx; R: t= (r +) ou 4r = nr +(—1)" $ 
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| LIVRE Il. 


TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE. 


CHAPTRE I 


Propriétés des triangles. 


a 


Un triangle rectiligne est déterminé quand on connait trois 
de ses six éléments, pourvu toutefois que, parmi les éléments 
donnés, il y ait au moins un côté, et on apprend en géomé- 
trie élémentaire comment, avec une règle, un compas et un 
rapporteur, on peut construire le triangle et par conséquent 
déterminer les trois éléments inconnus : mais les constructions 
graphiques sont loin d'offrir une précision con énable. A l’aide 
des fonctions circulaires, on peut remplacer ces constructions 
graphiques par des calculs numériques qui donnent les quan- 
tités cherchées avec une très-grande approximation ; c’est le 
but de la trigonométrie rectiligne. Nous désignerons les angles 
du triangle par les lettres A, B, C, et les côtés opposés 
par &, b,c. 


TRIANGLES RECTANGLES, 
Théorème I. 


64. — Dans un triangle rectangle, un côté de l'angle droit 
est égal à l'hypoténuse multiplice par le sinus de l'angle opposé. 

Soit ABC (fig. 26) un triangle dans lequel l’angle A est 
droit ; le côté opposé æ est l'hypoté- 
nuse. Du point B comme centre, avec 
BG pour rayon, décrivez un arc de 
cercle ; le rapport de Ja perpendiculaire 
CA au rayon BC est le sinus de l’angle 
B ;.on a donc 
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_ = sit, 
“0 d'où b—asin B. 
On a de même par analogie 
(2) | c=asinC. 


Théorème IL i 
65. — Dans un triangle rectangle un côté de l'angle droit est 
égal à l'hypoténuse multipliée par le cosinus de l'angle adjacent. 
Nous avons déjà démontré ce théorème au n° 28. On peut le 
déduire du précédent, en remarquant que dans un triangle 
rectangle les deux angles aigus B et C sont complémentaires, 
ce qui donne 


sin C — cos B, sin B = cos C. 


Théorème III. 


66. — Dans un triangle rectangle, un côté de l'angle droit 
est égal à l'autre côté multiplié par la tangente de l'angle op- 
posé au premier côté. 

c Du point B comme centre avec BA 
pour rayon (fig. 27), décrivons un arc de 
cercle ; le rapport de la longueur AC au 
rayon BA:est la tangente de l'angle B ; 
on a donc 


"Fig. 27. 
b 
— =t B ; 
j ang B ; 
(5) d'où b = c tang B. 


(6) On a de même c = b tang C. 

COROLLAIRE. — Les deux angles aigus B et C étant complé- 
mentaires, on a tang B = cot C, tang C= cot B, et les deux 
relations (5) et (6) peuvent se mettre sous la forme. 

b= c cot G; 
c= b.cot-B: 

Ainsi, dans un triangle rectangle, un côté de l'angle droit 
est égal à l'autre côté de l'angle droit multiplié par la cotan- 
gente de l'angle adjacent au premier côté. 
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TRIANGLES QUELCONQUES. 
Théorème IV. 


67. — Dans un triangle quelconque, les côtés sont propor- 
tionnels aux sinus des angles opposés. | 


€ Soit le triangle ABC (fig. 28). Du som- 

Z af a et C abaissons la perpendiculaire CP sur 

le côté opposé AB; cette perpendiculaire 

ri ce P} B, divise le triangle proposé en deux triangles 
Fig. 28. rectangles ; dans chacun de ces triangles, 


le côté CP de l'angle droit est égal à l’hypoténuse multipliée 
par le sinus de langle opposé. On a donc 
CP= a sin Be  CP—bsin A ; 
et par conséquent 
a sin B = b sin A. 
On en déduit 
an0 1A bsla 
sinA sinB 
Lorsque l'un des angles A ou B est obtus, la perpendiculaire 
GP tombe en dehors du triangle ABC. Supposons, par exemple, 
langle A obtus, la perpendiculaire tombera en dehors à gauche 
de CA (fig. 29). Dans le triangle rectangle CPB, on a, comme 
| précédemment, CP= a sin B; dans le 
triangle rectangle CPA, l'angle aigu 
CAP ayant même sinus que l’angle 
obtus supplémentaire CAB, qui est 
Fig, 29. l'angle A du triangle proposé, on a en- 
core CP =b sin CAP = b sin A, et par suite æ sin B—bsinA. 
On obtient ainsi, dans tous les cas, la relation 
an ELA) eb 
sinA  sinB 
On a de même, par analogie, 
Ron à 
sin B  sinC ” 
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On a ainsi les trois rapports égaux 


(7) RE Oe aii E 
' SADA- snB ADO. 
Théorème V. 
es. — Dans un triangle, le carré d’un côté quelconque est 


égal à la somme des carrés des deux autres côtés, moins deux 
fois le produit de ces deux côtés multiplié par le cosinus de 
l'angle compris. l 

Considérons le côté a opposé à langle A. Il y a deux cas à 
distinguer : ou l'angle A est aigu, ou il est obtus. 

Lorsque l'angle A est aigu (fig. 28), on sait, d’après un théo- 
rème de géométrie élémentaire, que le carré du côté a opposé 
à langle aigu est égal à la somme des carrés des deux autres 
côtés c et b, moins deux fois le roduit de l’un de ces côtés c 
par la projection AP du second sur le premier, ce qui s'exprime 
ainsi 

a—b+c—2c>x AP. 
Dans le triangle rectangle CAP, on a 
AP — b cos A. 
En remplaçant AP par sa valeur, on obtient la relation 
a? = D? + c? — ?2bc cos A. 

Supposons maintenant l'angle A obtus (fig. 29). On sait, 
d’après un autre théorème de géométrie élémentaire, que le 
carré du côté a opposé à l'angle obtus A est égal à la somme 
des carrés des deux autres côtés c et b, plus deux fois le produit 
de l’un de ces côtés c par ia projection AP du second sur le 
premier, Ce qui s'exprime ainsi 

=b + +2c< AP. 
Dans le triangle rectangle CAP, on a AP = b cos GAP. L'angle 
aigu CAP et l’angle obtus CAB ou A étant supplémentaires, 
leurs cosinus sont égaux et de signes contraires et lon a 
cos CAP = — cos A, et par suite AP — — b cos A. En rempla- 
çant AP par sa valeur, on arrive à la même relation 


a = b + €? — bc cos A. 
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Il existe deux autres relations analogues à celle-ci ; ainsi on 
a, dans tous les cas, 


a? = bB + e — 2bc cos À, 
(8) b? = e + a? — ?2ca cos B, 
; È = @ + b? — 2ab cos C. 
Lorsque l'angle A est droit, son cosinus étant nul, l’une des 
relations se réduit à la propriété connue des triangles rectan- 
gles a+ 


REMARQUES. 


69. — Puisqu'on peut construire un triangle avec trois élé- 
ments pris arbitrairement, par exemple avec deux côtés et 
l'angle compris, il n'existe que trois relations distinctes entre 
les six éléments d’un triangle ; ces trois relations déterminent 
les trois éléments inconnus en fonction des trois éléments 
donnés. p ioii 

Si sur chaque côté du triangle on projette la ligne brisée 
formée par les deux autres côtés, on obtient immédiatement 
les trois relations 

a = b cos G + c cos B, 

(1) b —c cos A + a cos C, 

| c = a cos B+ b cos A. 


Toutes les autres relations qui ont lieu entre les éléments d’un 
triangle peuvent se déduire de:ces trois relations fondamen- 
tales par des transformations algébriques. 

1% On demande une relation entre les deux côtés a et b et 
les deux angles opposés A et B. Entre les équations (1) il 
faut éliminer cet C ; éliminons d’abord cos C entre les deux 
premières 


a? — b? = ¢ (a cos B— ù cos A); 
puis remplaçons c par sa valeur tirée de la troisième, ce qui 
donne 
a? — b? = qa? cos? B — b? cos? A, 
ou © aœ sin? B = b? sin? A, 
a sin B = b sin A. 
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On retrouve ainsi le théorème IV 
a b c 
smA sinB  smnG` 


Si, entre les équations (1), on élimine deux des côtés, par 
exemple a et b, on voit que le troisième côté c se mettra en 
facteur commun, et, par conséquent, disparaîtra ; on arrivera 
ainsi à une relation qui ne contiendra plus que les trois angles. 
Pour faire l'élimination facilement, on se servira de la trans- 

formation précédente; si l’on appelle k la valeur des rapports 


égaux, On a 
a b C 


sin À snB snC 
d'où 
a= kan A, :d= Fan BE C=%K sin G? 
et en substituant ces valeurs dans l’une des équations (1), par 
exemple dans la première, on a | 
sin À = sin B cos C 4 sin C cos B = sin (B +0). 
Cette équation exige que l’on ait, ou A—B-C, ou ALB+C—r. 
La première hypothèse est inadmissible ; car A désigne l’un 
quelconque des angles du triangle, le plus petit si l'on veut, 
qui ne peut être égal à la somme des deux autres, On a ainsi 
A+B+C=r, et l’on retrouve le théorème connu : la somme 
des trois angles d'un triangle est égale à deux san qe droits. 
Les trois équations 


a b c 


(2) sinA sinB  sinC ’ 
A+B+C=7, 


déduites du système (1), forment un second système d'équa- 
tions équivalent au premier; car on peut remonter de ce 
second système au premier. On a, en effet, 


a O beosC OM Votos B _ bcos C+c cos B 
sinA  sinBcosC  sinGcos B ` sin (B+C) 
__bcosCG+ccos B. 
PA sin A ! 
d'où 


a = b cos C + c cos B. 
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2 On demande la relation qui existe entre les trois côtés 
et l'angle A. Il faut éliminer B et C; si, après avoir multiplié 
les deux membres des équations (1) respectivement par a, b, c, 
on retranche de la première la somme des-deux autres, il vient 
a? — b? — ©? = — 2bc cos À : c'est le théorème V. 


| a? = b + © — ?be cos Ay 
b? = È + a? — 2ca cos B, 
=a? + b? — 2ab cos Q: 


(3) 


Ce troisième système d'équations est équivalent à chacun des 
deux précédents; car en ajoutant les équations (3) deux à deux, 
on retrouve les équations (1). 


70. — Lorsque trois longueurs &, b, c, et trois angles A, B, 
C, chacun plus petit que m, satisfont aux équations (3), ces 
quantités sont les six éléments d'un triangle. En effet, la con- 
dition nécessaire et suffisante pour qu'avec trois lignes on 
puisse former un triangle, c’est que chacune d'elles soit plus 

. petite que la somme des deux autres; or, les gauationg (3); mises 
sous la forme ` ' 
| A 
a? = (b + c} — Abc cos? = $ 
montrent que l’on a a < b- c, etc. Avec les trois longueurs 
a, b, c, on peut donc former un triangle. Les angles de ce 
triangle sont égaux aux angles donnés A, B, C; car, si on 
appelle A,, B,, G; les angles du triangle, on a 


a? — b? + ©? — 2be cos A; ; 


mais on a par hypothèse a? = b? + €? — 2bc cos A ; on en 
déduit A, = A, puisque les angles sont compris entre 0 et r. 

Par la même raison, les angles B, et C, sont égaux à Betà C. 

On a vu que chacun des systèmes d'équations (1) et (2) est 
équivalent au système (3). D'après ce que nous venons de dire, 
on en conclut que si trois longueurs et trois angles moindres 
que r vérifient l’un de ces ý os a ce sont les éléments d'un 
triangle. 
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EXPRESSION DES ANGLES EN FONCTION DES CÔTÉS. 


78. — On a souvent besoin de l'expression des angles d’un 
triangle en fonction des côtés. De la relation 


a? = D? + @ — ?be cos A; 
b2 -Ł 6 = a? 
We D € * 


Mais cette formule n’est pas calculable par logarithmes. On 
obtient une formule calculable par logarithmes en cherchant 


on déduit 
cos À — 


A 
langle z775 ON a, en effet, 


ke TE cs A. 
wt / TEET 


mais 
àrt Pear DH bc—at — (bea? 
Lors ot fente b cs zh sal laa aao 


si l’on remarque que le numérateur, différence de deux carrés, 
peut être remplacé par un produit, il vient 


G+c+a)b+e= a). 
f F cos À = SET 


DE PARENT b He F a). b+c-a 
400 


LA . A: . . À . 
On détermine de la même manière sin 5 Par la relation 


M ie 1— cos A . 
Lai ii Drap: 


| 2, at ae at (bc). 
0 14 200 ME E co ey NAS 


si l’on remplace de même la différence des carrés par un pro- 


duit, il vient 
(a+b— ce) Eh et 2 
2bc 


la +b— 0) TE où dre A 
atopy TEE Hbc 
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d’où 


car on a 


1 — cos A = 
d’où 


PROPRIÉTÉS DES TRIANGLES. 7 
On représente habituellement par 2p le périmètre a 4-b -+ ¢ 
du triangle ; on a alors 
b+e—a=Xp—a), a+c—b=%Xp —b), 
a+: —c—=2(p —;0); 


et les formules précédentes deviennent 


(t) COS sv Pro, 


à 


(2) sin TE — Se p— VEN 


On en déduit par la division 


(3) 


AIRE D'UN TRIANGLE. 


72. — On peut exprimer l'aire d’un triangle en fonction, 
soit de deux côtés et de l'angle Compris, soit d'un côté et des 
angles, soit des trois côtés. 

1° Abaissons du sommet C (fig. 30) la perpendiculaire CP 

sur la base; l'aire du triangle, que nous 


ar 
Z \æ désignons par S, est égale à ART : mais 
| GPS sin À: 
2 


ne o È : 
Fig. 30. donc (4) Se es . 


L'aire d'un triangle est égale à la moitié du produit de deux 
côtés multiplié par le sinus de l'angle compris. 


2° Si, dans l'expression (4), on remplace b par s = = À 


€? sin À sin B  c?sin A sin B 
2sinC .  2sin(A+B) ` 
2 Pour avoir la surface en fonction des côtés, il suffit 
d'exprimer sin A en fonction des côtés. On a, en vertu des for- 


ilvient 


(5) “S= 
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mules (1) et (2) du numéro précédent, 


ion ee À A Vp- oo 0) Po) 
sin A —2sin -7 cos 9 e Dés amude saute 20 


Si l’on substitue cette valeur de sin A dans la formule. (4), on a 


(6) s=VPP 0) P-P]. 


73. — Voici d’autres formules dont on se sert fréquemment 
dans la résolution des triangles. Considérons les rapports égaux 
sin A _ sin B sin C 


drekës D Fr 


En faisant la somme ou la différence des numérateurs et des 
dénominateurs”des deux premiers rapports, on forme deux nou- 
veaux rapports égaux à chacun des deux premiers rapports, et 
par conséquent au troisième ; on a donc 


sin À +-sin B sin C 


Gabhbi 3 : 060 
sin À — sin B sin CG n 
"e, An ai 


si l’on transforme en produits la somme et la différence des 
sinus, il vient 


. A+B A— R PE : C 
9 peux ‘ETC EU 2 PETER € É$ Ax A 
2 sin D DS 5 À AE F 2 sin 5 cos 5 

a + b FT Srha À c T- 

A#B . A—B & à C 
MGM ben pe sin C p 2 sin -57 Cos 5 
a— b : A N TE Sa C . ý 


La somme des angles du triangle étant égale à deux angles 
A+B : , 
k. est complémentaire de D , et l’on a 


droits, langle 9 


Te: RE., mn” FE 


après la suppression des facteurs communs, les relations pré- 


= sin - i : 
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cédentes deviennent 


| A—B 
D po ARR * à 
dna: s ; 
2 
PP 
(8) 2 ET Eat 288 
EE de 00 
2 


RAYONS DES CERCLES TANGENTS AUX TROIS COTÉS D'UN TRIANGLE. 


74. On sait que l’on peut décrire quatre cercles tangents aux trois 
côtés d’un triangle. L'un, situé à l’intérieur du triangle, est le cercle 
inscrit; les trois autres situés dans les 
angles A, B, C, mais extérieurs au 
triangle, sont dits eæ-inscrits. Nous 
appelleronsr lerayon du cercle inscrit, 
ro Ty 7, les rayons des cercles ex- 
inscrits situés dans les angles A, B, C. 

Si l'on joint le centre O (fig. 31) du 
cercle inscrit aux trois sommets du 
triangle, on décompose le triangle pro- 
posé en trois triangles, ayant pour 

Fig. 31. hauteur ccmmune le rayon 7r, pour 
bases les trois côtés ; on a donc 


Si l'on joint de mème aux trois sommets le cente O, du cercle de 
rayon r, on voit que le triangle proposé est égal à la somme des deux 
triangles O,AB, O AC, moins le triangle O,BC; ces trois triangles 
ayant pour hauteur commune r, et pour bases les côtés, on a 


(b—+c—a}r, 
== J = (p — ar. 


On a de mème 
S= p — bjr  S=(p— Ar, 
On obtient ainsi les relations ` a 
(9) S = pr = (p — a)r, = (P — br, = (pP — cr, 
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d'où l'on déduit l'expression des rayons en fonction des côtés, 


r =y =e, 
£ = 1/2 : 
(10) a 
ES a de p= ggas ; 
= e @—b). 
Mer = am er 


Soient D, E, F les points où le cercle inscrit touche les trois côtés du 
triangle. Les deux segments AF et AE sont égaux et de même les deux 
segments BD et BF, CE et CD ; la somme des six segments étant égale 
au périmètre 2p du triangle, la somme de trois segments inégaux est 
égale au demi-périmètre p. Par exemple, la somme des trois segments 
AE, CD, BD est égale à p; mais la somme des deux segments CD, BD 
est égale au côté BC du triangle : on a donc 


"AFS AE Spa; 
BD = BF = p — b, 
CE =D —p—c 
Soient D, E,» Fa» les points où le cercle ex-inscrit O, touche les côtés 
du triangle ; on a BF, =BD,, CE, = CD, et par suite chacune des deux 
longueurs égales AF,, AE, est égale au demi-périmètre p. On en conclut 
BD,=p—c=CD, CD,=p-b=BD. 
Les droites qui joignent aux sommets le centre du cercle inscrit 
étant bissectrices des angles du triangle, on a les relations 


on a de même 


(1) r=(p — a) tang $= (p — b) tang-È=(p — c) ang. 
On a de même : 


A B C 
(SENTE FRE ga (p— c) cot = (p -- b) cot- x 
Dans le triangle BOC, langle BOC est le supplément de la somme des 
angles + et Š ; là somme des angles F e$ étant égale à . _ + , 


on en déduit 
T A 
a NÉ 
on a de mème z 
B r 
TREP Le Sub. 
CO 7 + 7’ AOB 7 + 7 
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Le quadrilatère OBCO étant inscriptible, on voit que l'angle BO,C 
ü A 


est supplémentaire de BOC et par conséquent égal à e les 


angles AOaB, AOQG sont égaux respectivement aux angles mi a 


RAYON DU CERCLE CIRCONSCRIT. 


375. Considérons maintenant le cercle circonscrit au triangle; 
appelons R son rayon; les droites qui joignent 
aux sommets le centre O du cercle forment, 
avec les côtés, trois triangles isocèles; l'angle 
BOC (fig. 32) est égal à 2A ou à 27 — 2A; si du . 
point O on abaisse une perpendiculaire OD sur 
le côté BC, l'angle BOD est égal à A où à 
m — A; dans le triangle rectangle BOD, oñ a 


+= R sin A; d’où l’on déduit 


a b c 
FT T ME né g 


et en multipliant par be les deux termes du premier rapport, 


Rue ao NGE 

n a; k- afac 
On a ainsi ! 
(13) pa 60e … pobal abc ` 


AVP@—a)@—b (p — o) 
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xi Résolution des triangles. 


i—i 


RÉSOLUTION DES TRIANGLES RECTANGLES. 


L'angle droit étant excepté, il reste dans le triangle cinq 
éléments à considérer : on peut donner à volonté, soit un côté 
et un angle, soit deùx côtés Quand on donne un côté et un 
angle, le côté peut être l’hypoténuse ou un côté de l'angle 
droit, ce qui fait deux cas. Quand on donne deux côtés, ces 
côtés peuvent être ou l'hypotén use et un côté de l'angle’ droit, 
ou les deux côtés de l’angle droit, ce qui fait deux autres cas. 
On a en tout quatre casà considérer, 


Premier cas. 


26. — On donne l'hypoténuse a et un angle B. Le triangle 
existe toujours. 
On aura le second angle par la REN 


(1) C = 90° — B. 
On calculera les deux côtés de l'angle droit par les formules 
(2) b—asin B, c—=a cos B. 


Deuxième cas. 


3%. — On donne un côté b de l'angle droit et un angle B. Le 
triangle existe toujours. 
On aura d’abord le second angle par la relation 


() = G=90—B. 


On calculera l’autre côté de l'angle droit et l’hypoténuse par 
les formules 
b 


(2) c =b cot B, RE” 
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Troisième cas. 
78. — On donne l’hypoténuse a et le côté b de l'angle droit. 
Pour que le triangle existe, il faut que l’hypoténuse a soit plus 
grande que b. 
On déterminera l’autre côté de l'angle droit par la formule 
(= v a? — b. 
Afin de rendre cette formule calculable par logarithmes, on 
remplacera la différence des carrés par un produit, ce qui 
donne 


(1) =V F] TT 


Quant aux angles, on les obtiendra directement par la formule 
(2) sin B = cos Q =? . 


39. — Remarque. Nous avons déterminé les deux angles 
aigus par un sinus ou un cosinus. Si l'angle C est petit, ou 
langle B voisin de 90°, cette détermination de langle n'’offrira 
pas une approximation suffisante, comme nous l'avons expliqué 
aux n% 57 et 63; Pour éviter cet inconvénient, il vaut mieux 
déterminer les angles par leurs tangentes. On a, en vertu des 
formules (15) du n° 37, 


is 
hé c y m W VE 1 — cos C 
. nes k- 1 + cos C 


- J b 
et, en remplaçant cos € par sa valeur To 


C peg: 
3) tang — — ari 
( 85 ds 


Quatrième cas. 


. 
80. — On donne les deux côtés de Vapaa droit b et c. Le 
triangle est toujours possible. 
On déterminera d’abord les angles par la formule 


(1) lang B= cot C= | 
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Connaissant les angles, on calculera ensuite l'hypoténuse par 
la relation D COPA 


srl b 
ile gioi oaii TO Er g Y 
84. — Remarque. On aurait pu déterminer directement 
l’hypoténuse au moyen de la formule 


(3) -.. a=vr+e. 

Mais cette formule n'étant pas calculable par logarithmes, il 
vaut mieux suivre l’ordre que nous avons indiqué, c’est-à-dire 
calculer d’abord les angles pour en déduire ensuite l'hypoté- 
nuse. f 

Cependant on pourrait se proposer de rendre la formule pré- 
cédente calculable par logarithmes. On y parvient à l'aide d’un 
angle auxiliaire. Ecrivons, en effet, 


= | 
ad Eh V 1 Ag ‘ 
et, désignant par # un angle auxiliaire, posons 
i me tang p =? 
hous aurons 


sin? cos? 
a=b VIF cot; Ta A tie VAE meper, 


ou plus simplement 


6) sa 2 


- sin p 


Cette dernière formulé est calculable par logarithmes : mais, 
pour l'appliquer, il faut calculer préalablement l'angle #.; or 
cet angle auxiliaire » n’est autre chose que l’angle B du trian- 
gle, de sorte que cette méthode ne diffère pas du tout de la 
méthode de*résolution complète que nous avons exposée. 

è RÉSOLÉMON DES TRIANGLES QUELCONQUES. 

Il y a quatre cas à considérer, suivant que l'on donne un 
côté et deux angles, deux côtés et l’angle compris, deux côtés et 
l'angle opposé à l’un d'eux, ou les trois côtés. 
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Premier cas. | 
82. — On donne un côté c et les deux angles adjacents A et 
B. Pour que le triangle existe, il faut que la somme des fqus 


angles donnés soit moindre que 180°. i. 
On déterminera le troisième angle par “la formule 


(1) C= 180° — (A + B). 
On déduira les deux côtés inconnus des relations 
Les À | à 
Can A TES EC | 
d’où | 
(2) (us; csin À -= f ne, c sin B 
Hsin G? sin C 


` Deuxième cas. 
88. — On donne deux côtés a et b et l'angle compris C. Le 
triangle est toujours possible. Nous supposerons 4 > b. | 
On calculera d’abord les deux autres angles A et B, ét ensuite 
le troisième côté c. On connaît déjà la somme des angles A et B, 
A Ty B = 180° —C,. 
. d’où 
C > 
(1) Ke ER 9 Fa œ. 


Pour avoir leur différence, on sad les deux rapports 
égaux 
sin À sin B 
W ch 


On sait que, si l’on fait la somme ou la différence des numéra- 

teurs et des dénominateurs, on obtient deux rapports égaux à 

chacun des rapports proposés et par conséquent égaux entre 

2 i SIDR PO 
sin À + sin B sin A — sin B 


FE 3 INR SD ? 


d'où 3 i 
sin A—sinB _ a— b 
‘sin À sin B a + b 
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Si l'on transforme en produits la somme et la différence des 
sinus, il vient 


— A+B A —B 
ahap i! A Taa A LRU 
sin A + sin B ii — FE SEE né anma 
et par suite ; 
tan For à 
a 
ne ata a+b 
d'où 
@ tang A— B _(a—b)tangea 


des: a+b 
A l'aide de cette formule calculable par logarithmes, on ob- 


tiendra la demi-différence Connaissant la demi- 


somme et la demi différence, une addition et une soustraction 
donneront immédiatement les angles A et B. Si nous dési- 
gnons, en effet, par 8 la demi-différence donnée par la for- 
mule (2), nous aurons 
A +B A—B 
PVR CL an 0 
A=a 4+ b, Ba CA 
Quand on a trouvé les angles du triangle, on obtient le troi- 
sième côté par la relation 


d’où 


sin À sin Gi 
a Kg C À 2 
d'où 
; a sin C 
ÿ = E, 
On peut aussi déterminer c à l’aide de la formule 
c | 
(4) c= B FRAG 2 __(a—b)sine 
HIRE T= i sin 8 < 
sin Sun 6 


que l'on déduit de la relation (8) du ne 73. Cette dernière for- 
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mule n'exige que deux logarithmes nouveaux, tandis que la 
précédente en exige trois. 


84. — Remarque. On pourrait se proposer de calculer di- 
rectement le troisième côté c du triangle sans calculer préala- 
blement les angles. Ce troisième côté est donné par la formule 


c = V a? Fb? — ab cosC. 


Mais cette formule n’est pas calculable par logarithmes. On la 
rend calculable en l’écrivant sous la forme 


CFE PART (cos gH sin? $)- 2ab (os : — sin? zh 


c= | e+- 2w + bp — sp cos? Spe po + 2ab) sin? a. 
emat mip 


c={ ape ],/1+ HET une ES 


On a multiplié a? + b? par la quantité cost C PT sin © qui 


sd ; C g RC 
est égale à l’unité, et on a remplacé cos C par cos? D sin? To 
i | ES E 
puis on a groupé les termes qui contiennent cos? —— en fac- 


c n° 
teur et ceux qui contiennent sin? TE enfin, on a mis en fac- 


C 
teur en avant du radical (4 — b) cos ü + Désignons par un 


angle auxiliaire déterminé par la formule 


(a — b) cot -$ 
6) a aaa 
nous aurons 
C 
(a —- b) cos pJ 
(6) e= pe | . 
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La formule est rendue calculable par logarithmes ; mais il 
faudra calculer préalablement l'angle auxiliaire ọ et cet angle 


est précisément l'angle Amp 


donné par l'équation (2); d'ail- 


leurs la formule (6) est identique à la formule (4). On retombe 
ainsi sur la méthode de résolution complète, telle que nous 
l'avons exposée. | 


Troisième cas. 


85. On donne deux côtés a etb et l'angle A opposé à l'un 
d'eux. Nous rappellerons d’abord en 
peu de mots la construction géomé- 
trique. Sur un des côtés de l'angle A 

(fig. 33) on porte AC = b ; du point G 
comme centre, avec æ pour rayon, on 
décrit une circonférence ; les points où 

elle rencontre l'autre côté déterminent le sommet B; il y a 

donc 0, 1 ou 2 solutions, suivant que la circonférence coupe le 

côté en 0, 1 ou ? points, à droite du point A. La discussion ést 
résumée dans le tableau suivant : 


Fig. 33. 


ofa < b, 0 solution, 
a Cu nt 1 sol., B £ 90°, 
a > b, i sol., B <7 90e, 


a < h, 0 sol. 
a = h, 1 sol., B—90°, 
a > h, 2 sol., B' < 90°, BR” — 180° — B, 
(A désigne la perpendiculaire CP abaissée du point G sur le 
côté opposé). A l'inspection des données, on peut donc dire 
d'avance combien la question admet de solutions, excepté 
lorsqu'on a à la fois A 90° et a <b; dans ce cas il faut com- 
parer a à h, mais h=b sin A ; le calcul de l'angle B lèvera 
toute ambiguïté. 

Dans les cas non douteux, l'angle B est aigu et donné par la 
formule 


A < 90° EEPO 


b sin A 


(1) i sin B = 
i a 
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On a ensuite 


(2) C = 180° — (A + B), 
14 i a sin C 
(3) sin À 


Dans le cas douteux, on appliquera encore la formule (1). 
Si l’on trouve pour log sin B un résultat positif, c’est-à-dire 
pour sin B un nombre plus grand que l'unité, il y a évidem- 
ment impossibilité ; si, au contraire, on trouve pour log sin B 
un résultat négatif, c’est-à-dire pour sin B un nombre plus 
petit que l’unité, cela indique que le côté a est plus grand que 
b sin A ou que la perpendiculaire h, et.il y a deux solutions. 
L'un des triangles admet l'angle aigu B’ donné par la table, 
l’autre l'angle obtus supplémentaire B” = 180° — B’. Les deux 
valeurs correspondantes de l'angle C sont 

C = 180° — A — P’ = B” — A, 
C” = 180° — A — B” = B' — A. 
On a ensuite ; 
a sin C a sin C” 

sin À sin À 

On aurait pu se dispenser de toute discussion ; Car, pour ré- 
soudre le triangle, on se sert uniquement des formules (2) du 
n° 69 ; et on sait que tout système d'éléments satisfaisant à ces 
équations constitue un triangle. 

Une vérification assez simple se présente dans le cas où il y 
a deux solutions : òn calculera AP = b cos A, et on verra si 


c-e" - ý C'—C” 
AP = ; on pourrait aussi calculer PB’ = a sin ie — 


V — c! = 


; = 


2 
c'— e 


et la valeur trouvée devrait être égale à 3 


86. — Remarque. On pourrait se proposer de calculer direc- 
tement le côté c. Ce côté est donné par l'équation du second 
degré 

a? = b + ©? — 2bc cos À, 


c? — 2bc cos A Æ b — a? = 0, 


ou 


On en déduit 
c = b cos A + V bT cos À — b F a, 
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et, plus simplement, 
c= b cos A + Va — b? sin A. i 
Mais cette formule n’est pas calculable par logarithmes. Pour 
la rendre calculable, on écrira 


2 ain? 
c= b cos À + a p -= 
a 


et l’on posera 
(4) Teises bsin A 
4 9 = Z 3 
d'où 
b 
c=bcosA +a cos p = a (cos A 1 cos o) 


sin 
Si Pon remplace > par sa valeur = Fs tirée de la relation 
(4), il vient 
_ asin (p +A) 


(5) 


L'angle auxiliaire +, que l’on peut toujours supposer aigu, étant 
le même que l'angle B’, on retombe sur la méthode de résolu- 
tion que nous avons exposée. Sans se préoccuper de la discus- 
sion précédente, on peut dire que toute valeur positive de c 
est admissible, 


sin À 


Quatrième cas. 


87. — On donne les trois côtés æ, L, c. Pour que le triangle 
existe, il est nécessaire et il suffit que le plus grand côté soit 
plus petit que la somme des deux autres. 

Nous avons trouvé (n° 71) l'expression des angles en fonc- 
tion des côtés. La détermination par les sinus ou les cosinus 
pouvant ne pas offrir une approximation suffisante, nous em- 
ploierons les tangentes de préférence et nous calculerons les 
trois angles par les formules 
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wst / Te mes. ; 
i (p —c) 


Le calcul des trois angles par les tangentes n’exige que la 
recherche de quatre logarithmes, ceux de p, p--a, p—b, n-c; 
tandis que le calcul par les sinus en exigerait six, ceux de 
a, b; c, p — a, p — b, p — c, et le calcul par les cosinus sept, 
les six précédents, et en outre celui de p. Mais le principal 
avantage des formules qui déterminent les angles par leurs 
tangentes consiste dans une plus grande approximation (n° 63). 

Nous avons supposé le plus grand côté a plus petit que la 
somme des deux autres, c’est-à-dire 


a <b+c; 
ajoutant æ de part et d'autre, il vient 
; 2a <a + b+ ce= Ip, 
ou a < ?p. 


On aura à plus forte raison b < p, c < p, et les trois diffé- 
rences p — a, p — b, p —c seront positives. 

Quand on aura ainsi calculé séparément chacun des trois 
angles, on fera leur somme et l’on devra trouver 180°, ce qui 
donne une vérification très-simple, 


RENDRE UNE FORMULE CALCULABLE PAR LOGARITHMES. 


88. - Lorsqu'une formule n'est pas calculable par loga- 
rithmes, on essaye de la transformer pour la rendre calcu- 
lable ; ‘c'est ainsi qu’au n° 40 nous avons transformé en pro- 
duits des sommes et des différences de sinus ou de cosinus. 
Quand on veut déterminer les angles d’un triangle connaissant 
les côtés, on obtient d'abord cos A par une formule non calcu- 
lable par logarithmes (n° 71); par des transformations conve- 
nables, nous en avons déduit les valeurs de sin $ et de cos T 
qui sont calculables par logarithmes. Mais ordinairement ce 
genre de transformations n’est pas possible, et il faut avoir 
recours à des angles auxiliaires comme nous l'avons fait aux 
n 81, 84, 86. 
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Lorsqu'on a à calculer un binôme de la forme x = M + N j 
les monômes M et N ne contenant plus le signe + ni le signe —, 
ce qu'il y a de plus simple à faire est de calculer séparément 
M et N; mais si le binôme entre sous un signe d'opération, 
comme dans les expressions 


=VMEN, æ—=log(M+N), sinx=M+N,. 


il sera’ préférable de transformer la formule au moyen d'un 
angle auxiliaire. 


— N op aen 
1e c = VM +N =VM VA +: On emploiera lan- 
gle auxiliaire ọ donné par la formule 
RAA A 
8 ? Sa: M 9 
yM 
COS ? 
On obtient l’inconnue x par deux opérations logarithmiques, 
au lieu de trois qu'exigerait le calcul direct, savoir : une pour 


trouver la valeur de M, une pour trouver celle de N, et une 
troisième pour la racine carrée. 


2x—VM—N—=VM | — A7: On posera 


i N — : 
sin? p=- > d'où x = V M Xx cos y. 


3 sin x = M +N =M ( +) On posera encore 


d'où 


LE 


tang? y = à d'où sin rx — 
9 — = 


M ’ COS?» | 
4e sins =M--N =M (1 — x) Si M est plus grand que 
N, on posera 
COS p = fal , d'où sing =M (1— cos ») = 2M sin? + . 


Lorsqu'on a à calculer une expression trinôme, le moyen le 
plus simple es} de calculer chaque terme séparément. Mais si 
l'expression trinòme entre sous un signe d'opération, il sera pré- 
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férable de se servir d'angles auxiliaires. Soit £= VMEN—P: à 
l’aide d’un premier angle auxiliaire + déterminé par la formule 


D ogg 
FER, 


ona » à» 


ser ai ee 


Au moyen d’un second angle auxiliaire 4 donné par la formule 


N 
tang? ọ ES iy 


P cos? 
cos? ÿ — cb j 
on a enfin i 
sin 
ne VMg 
cos ? 


On arrive ainsi à la valeur de x par trois opérations au lieu de 
quatre qu’exigerait le calcul direct. On opère de la même ma- 
nière, quel que soit le nombre des termes. 


89. — On a souvent à résoudre l'équation 
(1) a cos æ -+ b sin s = c. 
Si l’on remplaçait sin æ par sa valeur + V1—cosx, on arri- . 
verait à une équation du second degré en cos æ; mais la for- 
mule qu'on en déduirait pour déterminer langle v au moyen 
de son cosinus ne serait pas calculable par logarithmes; on 


prétend transformer l'équation elle-même. 
Si l’on divise tous les termes par à, cette équation s'écrit 


ne c 
s z + — sin s = — 
cos s+- > 
- et, si l’on pose i 
4) | tang p = ce + 


elle devient | 
cos (T—®) _ C 


COS # a 
d'où 
C COS 
(3) cos (2s — p) = — T. 


| ` Sge 2% z T T 
On peut supposer l'angle auxiliaire y compris entre — zt F? 
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puisque, entre ces limites, la tangente prend toutes les valeurs 
de — æ à+ œ. Pour que l'équation proposée admette une 


C COS 
solution réelle, il faut que la valeur absolue de m soit 


moindre que l'unité. si est positif, les tables donned pour 
xz — y un anglə aigu «, et l’on aura 
$ gz — y =È a + lkr, 
N T =Q Eä —— 2kr, 
k désignant un nombre entier quelconque ; de sorte que l'équa- 


d'où 


tion proposée aura une infinité de solutions réelles. Si y est 


négatif, on cherchera dans les tables l'angle dont le cosinus 


est — TT ; on en prendra le supplément «, et la même 


formule donnera les valeurs de x. 


90. — Nous examinerons encore quelques exemples de résolution 
de triangles, lorsqu'on donne, non pas trois éléments mêmes du 
triangle, mais trois combinaisons de ces éléments. 

Lo Résoudre un triangle rectangle, connaissant l'hypoténuse a et 
la Somme b+ c des deux autres côtés. — Des relations b = a sin B, 
c = a sin C, on déduit 

; G ahaa i B— , — 
b-+c=a (sin B+sin C)—2a sin ss. COS - % —?a sin 45° cos x TA 
b+c 
ma E 5.8 
2 Gand 

Cette formule donne la différence B — C et, comme on connaît déjà 
la somme B+ C= 90°, on en déduira les deux angles aigus du 
triangle. On calculera ensuite les côtés. Pour que le triangle existe, il 


d'où 


faut que la valeur de cos 


5 soit plus petite que l'unité, c’est-à- 
dire que b + c soit plus petit que a V2 : on démontre aisément par 
la géométrie que, dans ce cas, il y a une solution et une seule. 

3° Résoudre un triangle rectangle, connaissant un angle aigu B 
ei la différence b— c des deux côtés de l'angle droit. — Il y a tou- 
jours une solution et une seule. La relation 
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B— C 


b — ¢ = a lsin B — sin C) — 2a cos 45° sin 


donne l’hypoténuse 
b—c 
PEN, y 
cos 45° sin $ agiti 

3° Résoudre un triangle, connaissant la base c, langle au som- 
met C et la somme a+b des deux autres ċôtés. —.On connait la 
somme des angles A et B, A +B = 180° — C; on déterminera leur 
différence par la formule (n° 73) s 


|, = m 


FAG 
(a + b) sin -5 


cos Arc Ba 
TERT c 
On calculcra ensuite la différence des côtés par la formule 
c sin A—B 
a — b a. 2 
cos T 


Pour que + triangle existe, il faut que le côté c soit plus grand que 
(a + by Sin 5 On démontre aisément que, quand cette condition 


est remplie, il y a une solution et une seule. 

4° Résoudre un triangle, connaissant les angles et le périmètre 2p. 
— Les angles déterminent la forme du triangle ; si l’on fait croître 
l’un des côtés de zéro à l'infini, le périmètre passe par toutes les va- 
leurs de zéro à l'infini ; ainsi il y a une solution et une seule, Les 
relations 


_a. b c a+b+c OUR OR 
SmA  snB simü sin Azkain B+sin C 4 cos : cos à cos Z 


permettent de calculer par logarithmes chacun des trois còtés du 
triangle. 

d0 Résoudre un triangle, connaissant la base c, un angle adja- 
cent À et la somme a +b des deux autres côtés. — Les relations 

a b c a+b—c Xp — c) 


= =~ = EE 


mA sinB snC sin A+sinbsnC sine 2 B éos É: 


2 2 p4 
donnent e: + 
| sell 2p TU ee Xp — cl 
4 cos > cos cos a 4 sin à sin Li cos À 
2 F0 4 2 è 2 
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(p — c) cot $ 
tang — = MRE CaS E t 
z p 
60 Résoudre un triangle, connaissant un côté a, langle opposé A, 
et la perpendiculaire h abaissee du sommet À sur le côté a. — Celte : 
perpendiculaire AD détermine sur le côté a deux segments, égaux 
respectivement à A cot B et À cot G; on en déduit l'équation 


ps Se cn DL UE ls à : DD À 
DM RDEOENE MANN waue EE RS a, 
2h sin A 2h sin A 


cos (B —C)—cos(B+ C) — cos (B - C) + cos À E 
9 
cos (B — C) BIAT A — cos À. 


Pour rendre cette formule calculable par logarithmes, on posera 


tang ? = sT , d'où  cosiB— 0) = ni Te. 
Connaissant les angles, on déterminera les côtés par les formules 
PE si EN 
sin o’ sin B’ 


déduits des triangles lab à Ah ABD. Pour que le ange 
existe, il faut que l’on ait tang s Saya ; et, quand cette condition 


est remplie, il y a un triangle et un is 
7 Résoudre un triangle connaissant le côté a, la hauteur corres- 
pondante h, et la différence B — C des deux angles adjacents. — 
L'équation 
ea sin À — cos A = cos (B — C), 


que nous avons employée dans la question précédente, détermine 
sur. + A. A l’aide de langle auxiliaire », elle devient 


sin (A — +) = cos (B — C) sin y. | 
L’angle » étant compris entre 0 et F , l'angle A —ọ est compris 


entre — Z et w. Lorsque la valeur de sin (A — ọ) est négative, en 


appelant + langle des tables qui admet le même sinus changé de 
signe, on devra prendre A — 9 = — x; d'où À =p —«; cette va- 
leur est admissible si elle est positive. L’orsque la valeur de sin (A — +) 
est positive, en appelant + l'angle des tables qui admet le même sinus, 
on devra prendre À — p =« Ou À -9=r= Q; d'où A—=y<+o 


WwW.rcin.org.pl 


RÉSOLUTION DES TRIANGLES. - 97 


ou A =r +ọ— «; la première valeur de A est toujours admis- 
sible : la seconde ne sera admissible que si elle est moindre que x. 
On déterminera ensuite les côtés comme dans la question précé- 
dente. 
8° Résoudre un triangle, connaissant les trois hauteurs «, B, y. — 


Ona 
À _ TODEA 20 EP 
riek Sa Taen 
Les produits ax, bß, cy étant égaux chacun au double de la surface, 
et par conséquent égaux n eux, z côtés a, b, c sont proportion- 


1 > 
nels aux quantités at AGE ri ay mere Si, dans la formule 


précédente, on remplace a, Pe c par ces quantités proportionnelles, la 
formule devient 


TEFEN, 
ane g -V ER. FEFA OFISA 


Quand on a calculé les angles du triangle, on ‘obtient facilement les 
côtés en résolvant des triangles rectangles. Pour que le triangle existe, 
il faut que chaque hauteur soit plus pelite que la somme des deux 
autres. 
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Applications. 


APPLICATIONS NUMÉRIQUES. 


LI 


t 
Premier exemple. 


94. — Résoudre un triangle et calculer sa surface, connaissant un 
côté a = 853m,416 et les deux angles adjacents B = 72°13'45/,8, 
CG = 6128307. 

On se servira des formules (n° 82) 

a sin B a sin C a? sin B sin G 
IE ——. 
2 sin A 


Pb Mat M SORA 
TABLEAU DU CALCUL., . 
a = 853,416 B+C—1364715/,8 [loga = 2,9311608 
B = 72°13/45",8 A= 4317442 | log sin B = 1,9787674 
C = 61°28/30” ; 1 SRE 
log sin © = 1,9553978 
log sin A = 1,8361738 


Calcul de b. Calcul de c. Calcul de 5S. 
log a—?,9311608 log a—2,9311608 2 log a—5,8623216 
log sin B—1,9787674| log sin C—1,9553978| log sin B—1,9787674 
—log sin A—0,1638262|—l0g sin A—0,1638262| log sin C—1,9553978 
log b—3,0737544 log c=3,0503848 | — 108 sin A—0.1638262 
b=1 185,098 c—1123,013 |—log2  —1,6989700 


log S  —5,6592830 
S=—456334,2 m. carrés. 


Deuxième exemple. 
82. — Résoudre un triangle et calculer sa surface, connaissant 


deux côtés a= 3216",927, =— 2854m 031 et l'angle compris 
C = 48°15/2/42. 
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On emploiera les formules démontrées au n° 83, 


one ect à A—B (a —b)tang « 
= =90 T’ tang f—tang P) EE EE » 
M (a —b)sin«æ CÉCTE: mA 
aks $ S = y ab sin G 
TABLEAU DU CALCUL, 
a = 3246,927 a + b = 6100,958 
b = 2854,031 a — b= 392,896 
C == 48°45/2 ,42 : d TA AI AEA 
à Le = 65°37/28/7,79 
A —B Calcul de c. 


Calcul de =f; 
2 log (a — b) = 2,5942776 

log sin « = 1,9594523 
— log sin 8 = 0,8516586 


log c = 3,4053885 
c—2543,247 


log (a -- b) = 2,5942776 
log tang « = 0,3438018 
= log (a + b) = 4,2146019 
< log tang 8 = 1,1526843 
B= 8° 5/21/,27 
‘A = 7342/50/06 Calcul de S. 
B = 5737 7,52 ` log a = 3,5114725 
log b = 3,4554587 
log sin C = 1,8761298 
— log 2 = 1,6989700 
= log S = 6,5420310 
S = 3483623 m. carrés. 


Troisième exemple. 


93. — Résoudre un triangle, connaissant deux côtés a=853m 416, 
b — 1185,098, et langle A = 43°17/44”,2? opposé au premier côté. 

L’angle A étant aigu et le côté opposé a plus petit que le côté 
adjaceńt b, on ne sait pas si le triangle existe ; un premier calcul est 
nécessaire pour le décider (n° 85). Si la question est possible, elle 
admettra*deux solutions. 
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Calcul de B. 
- b sin À 
sin B = n. 
log b = 3,0737543 : B'— 1213/4559 
l in À —1,8361738 B” = 180° — B’ = 107°46/14/,41 
ous AE a e a 
+ log a= 3,0098 =y —A— 9856 1/,39 


log sin B = 1,9787673 
Puisqu'on trouve pour log sin B une quantité négative, on en 
. conclut Pexistence de deux triangles. Les tables donnent langle : 
aigu B’; on admet ra aussi l'angle obtus supplémentaire B”. 


Calcul de c. 
_ asint 
E A 
c’ c! 
log a — 2,9311608 log a = 2,9311608 
log sin C’ — 1,9553980 log sin C7 — 1,6846636 
— log sin A = 0,1638262 — log sin A = 0,1638262 
log ¢ = 3,0503850 log c” = 2,7796506 
c= 1123,014 c” —602,0750 


Vérification. — Dans le triangle isocèle B/CB/”, on calculera la 
base par la formule ; 
BB- = 24 cos Bi 
log 2? = 0,3010300 
log a = 2,9311608 
log cos B’ == 1,4845957 


log B'B/ = 2,7167855 
B'B/ -= 520,9386 
c! — c” = 520,939. 


Quatrième exemple. 
94. — Calculer les angles et la surface d’un triangle dont les trois 
côtés sont 
a — 3246®,927, b—72851m,831, c — 2513",246. 
Le plus grand côlé a étant plus petit que la somme des deux 


autres, le triangle existe. On obtiendra les trois angles et la surface 
par les formules (n° 87) 
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A (p — b) (p -ce 
p(p — a) 


Gr: (p — a) (p — 9) 
rang CEE va pp — c) 


tang -y E= 


Hi à (p (=a 
in 4 p(p — b) 


S = Vp{(p — a) (p — b) (p — c). 


TABLEAU DU CALCUL, 


a = 3216, 927 
b = 2854,031 
c = 2543,216 


2p — 8644 ,204 


Calcul de A. 
log (p — b) = 3,1607470 


log (p — c) = 3,2501408 


— log p — 4,3643050 
— log (p — a) = 4,9685208 
1,7497136 


log tang é- = T,8748568 


= = 36512502 
A = 73049/507,04 


Calcul de C. 


log (p — a) = 3,0314792 
log (p — b) = 3,1667470 


. —log p — 4,3643050 
— log (p — c) = 4,7498592 
1,3123904 

log lang — 7,6561952 


> — 9122/31/91 
C— 4845! 2”,42 
Vérification : 


p = 4322,102 log p 
p — a = 1075,175 
p — b = 1468,071 
p — c = 1778,856 


—3,6356950 
log (p—a)=3,0314792 
log (p —b)=—3,1667470 
log (p—c)=3,2501408 


Calcul de B. 
log (p — a) = 3,0314792 
log (p — c) = 3,2501408 
— log p — 4,3643050 
— log (p — b) = 4,8332530 
1,4791780 
log tang = — 1,7395890 

x — 28463” ,77 

B = 57°327/,54 


zs] 


Calcul de S. 


log p = 3,6356950 
log {p — a) = 3,0314792 
log (p -- b) = 3,1667490 
log (p — c) = 3,2501408 
13,0840620 
log S= 6,5120310 

S = 3483623 m. carrés. 


A= 73°42/50”,04 


B= 573% 7,54 
C= 4845 27,49 
A+ B + C = 180° 
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Calcul de B. 
sin B = idni, — E 
log b = 3,0737543 : B'— 72°15/45”,59 
log sin A = 1,8361738 B” = 180° — B' = 107°46"147,41 
peen C =B — A [= 64°2830",21 
LE log a = 3,0688 Me B’ — E 17,39 


log sin B — 1,9787673 
Puisqu'on trouve pour log sin B une quantité négative, on en 
. conclut lexistence de deux triangles. Les tables donnent l'angle : 
aigu B’; on admet'ra aussi l'angle obtus supplémentaire B”. 


Calcul de c. 


___asinG 
HAL CEA 
A | g | 
log a — 2,9311608 log a = 2,9311608 
log sin C’ = 1,9553980 log sin C7 — 1,6846636 
— log sin A = 0,1638262 — log sin A = 0,1638262 
log c’ = 3,0503850 log c” = 2,7796506 
c' — 1123,014 c” = 602,0750 


Vérification. — Dans le triangle isocèle B/CB/”, on calculera la 
base par la formule 
B'B” — 2a cos B 
log 2? = 0,3010300 
log a = 2,9311608 
log cos B’ == 1,4845957 


log B'B” = 2,7167855 
B'B" == 520,9386 
c! = c” = 520,939. 
Quatrième exemple. | 
94. — Calculer les angles et la surface d’un triangle dont les trois 
côtés sont 
a — 3246%,927, b—2851m,831, c — 2513",246. 


Le plus grand côté a étant plus petit que la somme des deux 
autres, le triangle existe. On obtiendra les trois angles et la surface 
par les formules (n° 87) 
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A (p — b) (p - 6) @—@ (p— 61 
pond 0 pip — a) LL A p(p— b) 


sis ra. ha e ap Ega. 
Lou A den NT T: 


TABLEAU DU CALCUL. 
a = 3246,927 p = 4322,102 | logp  —3,6356950 
b — 2854,031 p—a—1075,175 | log (p—a)=3,0314792 
c = 2543,216 p — b —1468,071 | log (p—b)=—3,1667470 
2p — 8614,20} p — c = 1778,856 | log (p—c)—3,2501408 


Calcul de A. Calcul de B. 
log (p — b) = 3,1607470 log (p — a) = 3,0314792 
log (p — e) = 3,2501408 log (p — €) = 3,2501408 
— log p = 4,3643050 — log p = 4,3643050 
— log (p — a) = 4,9685208 — log (p — b) = 4,8332530 
1,7497136 1,4791780 
log tang $- = 1,8748568 log tang 3 = 1,7395890 
E= 3651257,0? T — 28463" ,77 
A = 73°42507,04 B = 57°327/,54 
Calcul de C. -Calcul de S; 
log (p — a) = 3,0314792 log p = 3,6356950 
log (p — b) = 3,1667470 log {p — a) = 3,0314792 
—logp  —7,3613050 log c birra 6 1662000 


log (p — c) = 3,2501408 


a 13,0840620 
log lang = 1,6561952 S = 3483623 m. carrés. 


— log (p — c) = 4,7498592 


Lo 


2 
C—=48°45 27,42 
Vérification : A= :73°42/50”,04 


B= 5732 7,54 
C= 4845 2,42 
A + B + C = 180" 
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OPÉRATIONS SUR LE TERRAIN. 


Quand on opère sur le terrain, on imagine les points que 
l'on considère joints par des droites idéales; on détermine avec 
beaucoup de précision les angles que ces droites font entre elles, 
à l’aide de divers instruments, tels que la boussole, le grapho- 
mètre, le cercle répétiteur, dont la description ne peut trouver 
place ici. La mesure des longueurs est beaucoup plus pénible 
que celle des angles, aussi on n’en mesure en général qu'un? 
seule, et cela suffit toujours ; la droite à mesurer est indiquée 
par des jalons intermédiaires, et on obtient sa mesure avec 
la chaîne d'arpenteur, ou mieux avec des règles divisées. 
Voici quelques exemples. 


Déterminer la distance d’un point accessible à un roint 
inaccessible. 


95. — Soit A le point accessible et B le point inaccessible, 
„B dont on est séparé, par exemple, par 
2 une rivière (fig. 34); à partir du 
point A on jalonne sur la rive où 
l'on se trouve une droite AC, que 
l’on mesure ainsi que les deux 
angles BAC, ACB ; connaissant trois 
Fig. 34. éléments du triangle ABC, on peut 

obtenir le côté AB par le calcul. z 


Déterminer la distance de deux points inaccessibles. 


96. — Supposons maintenant les deux points A et B (fig. 35) 
sur une même rive du fleuve et 
l'observateur sur l’autre; on 
. trace une base CD et l’on-obtient, 
comme dans le cas précédent, les 
longueurs CA et CB ; on mesure 
ensuite l'angle ACB. Connaissant 
dans le triangle ABC deux côtés et 

Fig. 35. l'angle compris, on pourra calcu- 
ler le côté AB. Lorsque les points A, B, C, D sont dans un 
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même Le langle ACB est la différence des deux angles ACD, 
BCD, déjà mesurés. 

Mesurer la hauteur d'une tour dont la base est accessible. 


97. — Supposons la base A située sur un terrain horizontal, 
ou du moins sur un terrain où 


aan, l'on puisse jalonner aisément une 
| a droite horizontale AC (fig. 36); 
E aan on mesure cette droite et on 
AS place le cercle gradué en C en le 

1 N disposant dans le plan vertical 
yiti ` qui passe par le point A; le cercle 


A rar ie donne l'angle formé par le rayon 
. visuel C’B et l'horizontale C'A’ ; 


la connaissance de deux des élé- 
ments du triangle rectangle A’BC’ 
permet de calculer A’B; cette droite, augmentée de la lon- 
gueur du pied de l'instrument, est la hauteur de la tour. 


Fig. 36. 


Mesurer ta hauteur d'une montagne au-dessus du niveau "e 
la plaine. i 

98. — Dans la plaine on trace une droite arbitraire BC 
(fig. 37) que l'on mesure, ainsi que les angles ABC, ACB, 
formés par la droite BC avec les rayons visuels menés des points 
B et C au sommet A de la montagne ; puis au point B, par 
exemple, on place le cercle dans le plan vertical mené par la 
droite BA, et lon détermine 
l'inclinaison de cette droite sur 
l'horizontale BD. (Dans le cas 

« particulier où la ligne BC se 
\ trouve avec le point A dans un 

EER même plan vertical, cet angle 

ane A i est le supplément de ABC.) Les 

a À trois premières mesures don- 

B nent trois éléments du triangle 

Fig: 37 ABC, où peut donc calculer BA ; 

on déterminera ensuite la hauteur AD par le triangle rec- 
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tangle ABD ; en y ajoutant la longueur du pied de l’instru- 
ment, on aura la hauteur de la montagne. 

Ce procédé peut être employé pour obtenir la hauteur du 
faîte d’un édifice dont la base inaccessible se trouve de niveau 
avec la plaine. 


Trois points A, B, C, étant situés sur un terrain uni et rap- 
portés sur une carte, déterminer le point P, d'où les distances 
CA et CB ont été vues sous des angles qu'on a mesurés, 


99. — Soient z et 8 (fig. 38) les angles sous lesquels du point 
; P ont été vues les distances AC et BC. 
Il est facile de déterminer la position 
du point P sur la carte par une con- 
struction graphique ; il suffit de dé- 
cřire sur la droite AG un segment 
capable de l'angle «, sur la droite BC 
un segment capable de l'angle £, et de prendre l'intersection 
de ces deux cercles. 
On déterminera avec plus de précision la position du point P, 
-en calculant les deux angles CAP, CBP, que nous désignerons 
par x et y. Nous représenterons d’ailleurs par a et b les lon- 
gueurs connues AC, BC, et par y l’angle ACB. Dans les trian- 
gles ACP, BCP, on a 


a sin g b sin 2 
öp SRE el 09 A g 


sinæ cinsine i 
d’où 3 
‘ur ny 
bsina  asinf ? 


et, en combinant ces deux rapports égaux par addition et 
soustraction, 
sin x + siny _ singz —sin y 
bsina+asing  bsina—asing ’ 
ou | 
sinæ—siny _ bsin«— asing : 
Pre han ca 
si l’on remplace par des produits la somme et la différence 
des sinus, il vient 
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tan sers: 
EF 5.2 sin & — 4& sin ÿ 
ec à tang ZEY den «+ asing ` 


On connaît la somme deux angles x et y; car dans le qua- 
drilatère PACB, on a 


D + y = 360 — (2 + B + y), 


(1) ETC as pge RÉ, 
De l'équation Pa A on déduit la différence 
ZT —Y z+7Yy b sin a — a sin B 
Pre DENEA n 2 CD sin a +asing ` 


Il s’agit de rendre cette formule calculable par logarithmes. 
Écrivons-la sous la forme 


a sin B 
F2 52 D b sin 
tang J Y == tang ZEY. EE Arc tu 
2 E Pea AS ? 
b sin « 
et posons ; 
a san 
tan $i SAI 
8? b sin œ ? 


le second facteur devient 


1, -. {ang 9 3 
1- tange — tang (45 E p); 
et l’on a la formule 
(2)  - tang ~ — vi tang x ss Y tang (45° — +). 


Il est un cas où les deux angles « et 8, sous lesquels du point 
P on voit les deux distances AC et BC, ne déterminent pas la 
position de ce point ; c’est lorsqu'on à « + 8 + y = 180°; dans 
ce cas, le quadrilatère ACBP est inscriptible dans un cercle ; 
les deux circonférences décrites sur AG et sur BG coïncident, 
et il y a indétermination. En appliquant les formules précé- 
dentes, on trouverait - 

td +y = 90° sine sinf 
pO PS PR E 


, 


b 
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et par suite, 


T—1 
p — 45°, nul D = 
2 0 
TRIANGULATION. 
200. — Pour effectuer une opération géodésique sur une 


grande étendue de pays, on recouvre le pays d’un réseau de 
triangles, on mesure avec des règles une base dans les condi- 
tions les plus favorables, et avec un bon cercle les angles de 
tous ces triangles. Puis, partant de la base, on détermine de 
proche en proche par des calculs trigonométriques les côtés 
de tous ces triangles. 
nd Nous citerons, comme exemple, la 
triangulation qui a été exécutée dans le 
xvu® siècle (1669 et 1670) par l’astronome 
Picard, entre Malvoisine et Amiens, sur 
un espace d'environ 22 lieues. Cette 
opération est restée célèbre dans lhis- 
toire de la science : c’est la première 
opération précise qui ait été faite pour 
arriver à la connaissance exacte de la 
grandeur de la terre. Les résultats trou- 
vés par Picard ont d'ailleurs servi à 
Newton pour vérifier sa loi de l'attraction 
universelle. La base a été mesurée entre 
Villejuif et Juvisy, tout le long du grand 
chemin depuis le milieu du moulin de 
Villejuif jusqu’au pavillon de Juvisy ; 
Picard plaçait simplement ses règles sur 
le pavé du chemin qui est très-uni; ila 
trouvé 5662 toises 5 pieds, en allant, et 
5663 toises 1 pied en revenant; il a 
pris la moyenne 5663 toises pour lon- 
gueur de sa base fondamentale. 
« La distance que l’on s’est proposé 
« de mesurer (nous citons les paroles 
« de Picard) depuis Malvoisine jusqu’à Sourdon s’est trouvée 


E Fig 39. 
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partagée en trois parties : de Malvoisine à Mareuil, de Ma- 
reuil à Clermont, de Clermont à Sourdon. Ces distances ont 
été déterminées au moyen de onze principaux triangles 
représentés par la fig. 39 ; les autres triangles ponctués ont 
servi de vérification. 

« Voici la liste des stations et des endroits précis auxquels 
on a pointé pour former les triangles : 


R 


A 


A 


A 


A 


À 


« A. Milieu du moulin de Villejuif. — B. Plus proche coin du pa- 
« villon de Juvisy. — C. Pointe de clocher de Brie-Comte-Robert. — 
« D. Milieu de la tour de Montlhéry. — E. Haut du pavillon de Mal- 
« voisine. — F. Pièce de bois dressée exprès au bout des ruines de 
« la tour de Montjay et grossie de paille. — G. Milieu du tertre de 
« Mareuil, où l’on a été obligé de faire des feux pour le marquer. — 
« H. Le clocher de Saint-Christophe, proche Senlis. — I. Clocher de * 
« Saint-Samson de Compiègne.—K. Le moulin de Jonquières, proche 
« Compiègne.—L. Clocher de Coyvrel.—M. Un petit arbre sur la mon- 
« tagne de Boulogne, proche Montdidier. — N. Clocher de Sourdon. -- 
` € AB. Base mesurée entre Villejuif et Juvisy. — X Y. Seconde base me- 
« surée à l’autre extrémité du réseau et devant servir de vérification. » 


Nous proposons aux élèves comme exercice le calcul des triangles 
successifs, dans.l’ordre même suivi par Picard. 


« 1° Triangle ABC. 


CAB 54° :4 35) 
ABG =295!..,6.55 
:ACB = 30° 48’ 30” 
AB = 5663 loises. 
« Donc 7 AC = 11012,83 et BC — 8954 toises. 


e | Triangle ADC. 


DAC = 77° 25:50” 
ADG=.55° 0’ 10” 
ACD —47° 34 0” 
AC = 11012,83. 
« Donc DC = 13121,5.et AD = 9922,33. 
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« 3° 


Donc 


= 


u 4° 


Donc 


= 


« 5° 


Donc 


LIVRE II, CHAPITRE III. 


Triangle DEC. 
DEC = 74 9° 30” 
DCE = 40° 3% 0” 
CDE = 65° 16’ 30/ 

DC = 13121,5. 


DE = 8870,5 et CE = 12389,5. 


Triangle DCF 
DCF = 113° 47! 40/ 
DEC- :989 407 10 
FDC = :32° 32’ 20/ 

DO = 1919145: 
DF = 21658 toises. 


Tr angle DFG. 


DFG — 92 5 2 

DGF = 573407 

GDF = 30° 29 40” 
DEF = 21658 toises 


DC = 25643 et FG = 12963,5. 


Triangle GDE. 


GDE = 128° 9 30” 
DG = 25643 
DE = 8870,5. 


« Donc GE = 31897. Telle est la distance de Malvoisine à Mareuil. 


= 
= 


= 
A 


a 
A 


Par le calcul du même triangle, on trouvera les angles DGE—12°38" . 
et DEG = 39° 19 30” tels que d’ailleurs ils ont été trouvés par ob- 
servation, ce qui sert de vérification. » 


Avant d’aller plus loin, Picard s’est assuré de l'exactitude de cette 
première distance par plusieurs autres vérifications. Il a calculé de 
nouveau AD, au moyen des triangles AOB et AOD ; puis DE par le 
triangle DOE, CE par ACE, DF par ACF et FAD, FG par GAF, GE 
par GDC et GCE. La distance trouvée pour GE par cette seconde 
série de calculs est 31893,50 an lieu de 31897. Picard a pris la 
moyenne 31895 toises. 


7° 


Donc 


Triangle QFG. 
QFG = 36° 50 0” 
QGE = 104° 48’ 30” 

GF = 12963,5 
QG = 12523. 
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8" Triangle QGI. 


QGI = 31° 50° 50/ 
QIG = 45° 3% 50” 
i QG ADi 
Donc GI = 17562 toises, QI = 9570. 


Par les triangles FGH et GHI, Picard avait trouvé, pour la dis- 
tance GI de Mareuil à Clermont, une longueur plus petite de 5 toises ; 
et il a préféré la première détermination à cause d’une incertitude 
dans le pointé du point H, milieu du gros pavillon ovale du château 
de Dammartin. 


9° Triangle QIK. 


QIK = 49° 20’ 30/ 
QIK = 53°. 6’ 407 


QI = 9570. 
Donc KI = 11683. 
10° Triangle IKL. 


LIK = 58° 31° 50 
IKL = 58° 31’ 0” 


IK = 11683. 
Donc KL = 11188,33 et IL — 11186,67. 
11° Triangle KLM. 


LKM = 28° 52’ 30” 
KLM = 63° 31 0” 
KL — 11188,33. 
Donc LM = 6036,33. 


Fan Triangle LMN. 
LMN = 60° 38 0” 
MNL = 29° 28:20” 


LM = 6036,33. 
Donc LN.= 10691 toises, 
13° Triangle ILN. 
ILN = 360° — (ILK + KLM + MLN) = 119° 32 40” 
LN = 10691 
i IL = 11866,6 
Donc ` IM = 18905 toises. 


Telle est la distance IN de Clermont à Sourdon. Pour vérifier ces 
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dernières opérations, Picard mesura une seconde base XY de 
3902 toises dans une grande plaine entre Coyvrel et la montagne de 
Boulogne. De cette base, par les triangles XYL, XYM,MYL, dont les 
angles ont été mesurés, on déduit ML = 6037 toises, au lieu de 6036,33 
trouvées précédemment; ceci donne à proportion IN = 18907 et 
GI = 17564 toises. La différence est très-petite. 

Picard prolongea ses opérations jusqu’à Amiens, au moyen de deu 
triangles, et il rattacha à son réseau les tours de Notre-Dame de Paris 
et l'Observatoire. 


Réduction des angles aux centres des stations. 


t014.—Dans les grandes opérations géodésiques, les sommets 
des triangles sont en général des points très-élevés, comme des 
flèches de clochers ou des mires aux sommets des montagnes. 
Quand on veut mesurer les angles de ces triangles, il est rare- 
ment possible de placer exactement le cercle au sommet de 
l'angle que l’on veut mesurer ; dans ce cas, on le place à côté, 
dans une position commode, mais aussi près que possible, Ce 
n'est donc pas l’angle même du triangle que l'on a mesuré, 
mais un angle qui en diffère très-peu, et il faut faire subir à 
cet angle une petite correction que l'on appelle réduction au 
centre de station. 
Soient ABC (fig. 40) l’un des triariéleé du réseau, C l'angle que 
l’on veut mesurer, O le point où l'on a 
à placé le cercle dans le voisinage du point 
C; l'angle mesuré est l'angle AOB; il 
faut en déduire l'angle ACB. Désignons 
par « et B les deux angles très-petits 
OAC, OBC, et soit I le point d’intersec- 
tion des deux droites CA et OB. Dans 
les deux triangles CIB, OIA, les angles 


B 


c en I opposés par le sommet étant égaux 
Fig. 40. entre eux, la somme des autres angles 
est la même ; on a donc $ 
C A B ==.0 + &; 
d'où 
Zop eg: 
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Ainsi, pour avoir l'angle cherché ACB, il faut à l'angle mesuré 
AOB, ajouter la quantité « — ß. 

Il s’agit maintenant de déterminer les angles « et 8. Dési- 
gnons par 4&,b,c les longueurs des côtés du triangle ABC, et 


par r la distance très-petite OC. Dans les triangles AOC et BOC, 
ona 


sing- __ sin AOC sing sin BOC. 
APR PS i M r rl i 
d’où 
; r sin AOC É r sin BOG 
jrs dat ii murs En deals die ins tal 


On sait (n° 47) que le sinus d'un arc très-petit ne diffère de 
larc que d’une quantité très-petite par rapport à l'arc lui- 
même; on peut donc remplacer approximativement sin « et 
sin 8 par les arcs eux-mêmes « et 8 ; on aura donc | 
___rsin AOC ___r sin BOG 
Tel indie | MOTTE : 

Les angles sont évalués, non par des longueurs d'arcs, mais 
en degrés, minutes et secondes, et, quand il s’agit d’arcs très- 
petits, on prend pour unité la seconde. Un angle étant évalué 
en secondes, il est facile de trouver l'arc correspondant, et 
réciproquement. La demi-circonférence comprenant 6439000 
secondes, l'arc d'une seconde a une longueur égale à EL 

648000 
le rayon étant pris pour l'unité. Désignons par w cette lon- 
gueur de larc d’une seconde. Soit æ la longueur d'un arc 
quelconque, x, le nombre des secondes contenues dans cet 


arc, on aura évidemment 4=— 4, o, Ou inversement x, ==. 


Mais dans lès calculs par logarithmes, on peut remplacer log w 
par log sin w ou log sin 1”, puisque ces logarithmes ont 


leurs sept premières décimales communes; on a de cette 
manière 


T 
Sin 1” 
Ainsi, quand un angle est mesuré par la longueur de l'arc 
Compris entre ses côtés, pour l'évaluer en secondes, il suffit de 


TEEN >< 8inl”,æ, — 
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diviser la longueur de l'arc par sin 1”.Réciproquement, quand 
un angle est évalué en secondes, pour avoir la longueur de 
l'arc, il suffit de multipher le nombre des secondes par sin 1”. 

Dans la question précédente, si l'on appelle x, et 8, les an- 
glès « et 8 évalués en secondes, nous aurons 


r sin AOC r sin BOG 
Ds RE PDT — PRES STI 2 gore 
: bsin 1” ? 177 "asia" 


Ainsi la correction s, c'est-à-dire ce qu'il faut ajouter à l'angle 
mesuré O pour avoir l'angle cherché C, est donnée par la 
formule 


(1) _ rsin AOC P sin BOG 
‘= psin 17 a sin 1” 


On mesure les angles AOC, BOC avec le cercle, et ilsuffit d'en 
mesurer un, parce que leur différence est égale à l'angle AOB. 

Outre ces angles, la formule (1) contient la distance OC que 
l’on mesure aussi exactement que l’on peut et les côtés a et b 
du triangle ABC. Mais nous ferons remarquer qu'il suffit, pour 
effectuer la correction, de connaître les valeurs approchées de 
ces côtés ; l'erreur qui en résulte dans la valeur de e est très- 
petite par rapport à cette quantité elle-même, et par consé- 
quent négligeable, Or, le triangle ABC, que nous considérons, 
fait partie d’un réseau ; le calcul des triangles antérieurs a 
donné la longueur de l’un des côtés de ce triangle; d'autre 
part, deux angles au moins du triangle ont été mesurés en 
plaçant le cercle à une petite distance des sommets ; si l'on 
adopte provisoirement ces angles non corrigés et si l’on résout 
le triangle, on en déduira des valeurs approchées des autres 
côtés, qui suffiront pour effectuer la correction des angles me- 
surès, On recommencera ensuite la résolution exacte du 
triangle avec les angles corrigés. 

Supposons, par exemple, que le calcul des triangles anté- 
rieurs ait donné la longueur a du côté BC, on a 


b sin B Fe a sin B 
En DOS TU RE d'où b=, 
a sin À sin À 
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et, si l’on substitue dans la formule (1) 


___rsin A sin AOG  rsin BOC 
“F asin B sin {” a sin 1” 


On calculera la valeur de : en se servant des valeurs appro- 
chées des angles du triangle. 

La correction relative à l'angle B, c'est-à-dire la réduction 
au centre de station, si le cercle n’a pas été placé au sommet B 
exactement, se fera de la même manière. 


102— Remarque. Lorsqu'un point est déterminé par l'in- 
tersection de deux lignes droites, si ces lignes se coupent sous 
un angle très-petit ou voisin de 18) degrés, une variation très- 
petite dans la position de l’une des droites produira une 
grande erreur sur la position du point d'intersection. Ilim- 
porte donc d'éviter dans les triangulations les angles trop petits 
ou trop voisins de 180 degrés. Supposons, par exemple, qu’il 
s'agisse de mesurer la hauteur d’une tour, comme nous l’avons 
expliqué au ne 97, et, pour préciser, considérons simplement 
l'influence que peut avoir l’erreur commise dans la mesure de 
l'angle A’C/B. Soit b la base A/C/, y l'angle A/C/B donné par 
l'instrument, e l'erreur commise dans la mesure de cet angle ; 
la hauteur calculée est b tang y; la hauteur vraie À est 
b tang (y+ e); l'erreur commise est donc 


i — p (ang (y +) — tang y 
bing -Po — tang y =A tang (y+ $) 
2h sin s 


T sin yp e) sine. 
L'erreur « restant la même, on voit que l'erreur commise sur 
la hauteur sera Ja plus petite possible quand 27e sera voisin 
de 90 degrés, et par conséquent l'angle y voisin de 45 degrés. 
Telle est la valeur la plus favorable pour l'angle d'observation. 


. Exercices. 


1° Si l’on représente par r le rayon du cercle inscrit à un triangle, 
par ras 7, e les rayons des trois cercles ex-inscrits (c’est-à-dire des 


8 
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trois cercles extérieurs au triangle et tangents aux trois côtés), et par 
R le rayon du cercle circonscrit, on à 


S = y'nt ii 
jh 1 í! 
t T A r 


1 
R saut a ME iri Hre 
Lorsque le triangle est rectangle, en désignant par a lhypoténuse, 
on a les relations plus simples 
S=p(p— a) = (p — b) (p — 0) = 1r; = Tifo 
ri r= Hr =a. 


2 Si Pon désigne par A, B, C les angles d’un tr angle quelconque, 
on à 


A B qu. À A B G 2 

cot + cot z + cot aa oaar aai a B 

sin A + sin B + sin 0 =£, 
pr 
S aa so 
r 
sina -È + sint Z sin? © = — SR : 

- ii ia t oa 
; 2 d. LE AR 
a var one Re nie 
2 A GNE? : 4h 


3 Soient d, d,, d,, d, les distances du centre du cercle circonserit 
aux centres du cercle inscrit et des cercles ex-inserits ; on a 
d=R'—?Rr, ` da = R? + Rr, 
di = R'+2Rr, dè= RHR 
40 Soient à,, à, à, les segments des bissectr ces compris entre les 
sommets el le centre du cercle inscrit, à’,, à’, à, les portions res- 
tantes; on a 


bc A Ca ab h 
nir mn ò = COS = » ô, = P COS— , 
(plie Fond: vien ARTE: R  : SEP 
ee AT OS PP SONT 
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d’où l 
waè _ 6+ICH+D A+ : E 


e AAA ` abc 


5 Soient O, O,, O,, O, les centresdu cercle inscrit et des cercles ex- 
inscrits, on a 


0, ==; 00,=—", 0 
cos z cos EN cos DF, 
a b c 
0,0, == EN À: 3 0,0, = B , 0,0, = s C , 
sin T sın 7 sin + 


00,” + D0, + 00, + 0,0, + 0,0, + 0,0, = 48R?. 
6° Soient e,,e,,e, les segments des hauteurs compris entre leur 


point de rencontre et les trois sommets, e’,, e’,, €, les trois autres seg- 
ments ; on a 
e, —?2Rcos A, . e, =2R cos B, e= 2R cos C, 

a?b?c? 
45? 
a*t e? = bF e = e F e = AR. 

T°’ Partager un arc en deux parties telles que la somme, ou le pro- 
duit, ou la somme des carrés des cordes soit maximum ou minimum. 

8° Si l’on désigne par m et n les deux diagonales d’un quadrila- 
tère, et par « langle de ces deux diagonales, la surface du quadri- 
latère est représentée par la formule 


ge ' = T 
aa Pl on a 


cos A cos B cos C, 


S = mn sin g. 


9° Si l’on désigne par a,b, c, d les quatre côtés d'un quadrilatère 
inscrit dans un £erele, et par 2p son périmètre, la surface est expri- 
mée par la formule ; 


S= vy (p—a) (p — b) (p — c)(p— d). 
10° Calculer les diagonales d’un quadrilatère inscrit dans un cercle 
et le rayon du cercle, en fonction des còtés du quadrilatère. 
11° Par un point A pris arbitrairement dans ie plan d’un cercle on 
. mène diverses sécantes et l’on jointau centre O les points d’intersection 


AOB AOC 


B etC de chacune elles, démontrer que le produitlang tang J 


est constant, quelle que soit la sécante menée par le point A. 
12° Le produit des perpendiculaires abaissées d’un point quelconque 
d’une circonférence sur deux côtés opposés d’un quadrilatère inscrit 
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est égal au produit des perpendiculaires abaissées du même point sur 
les deux autres côtés 

13° Le produit des perpendiculaires abaissées d’un point quel- 
conque d’une circonférence sur deux tangentes à celte circonférence 
est égal au carré de la perpendiculaire abaissée du même point sur la 
corde des contacts. 

14° D'un point quelconque P on mène à un cercle quatre sécantes 
qui le coupent respectivement en aeta’, b.et b’, c ete, d'etd! : 
démontrer la relation 


Sin ca er da c'a’ i d'a! 
27 LT sun LAS Pe 

ne y9 i P Mnai a sin een = sin Caas l 
2 2 2 2 


15° D'un point quelconque P on mène à un cercle une tangente PD’ 
et une séċantë PAB ; on trace ensuite le diamètre D'OD, et l’on joint 
Pextrémité D‘ aux deux points A et B: démontrer que les deux 
droites DA et DB interceptent sur le diamètre PO deux segments 0G; 
OH égaux entre eux. 

16° Résoudre un triangle connaissant trois quelconques des rayons 
désignés par r, Tity R. 

17 Résoudre un triangle connaissant les trois médianes, ou les trois 
bissectrices. 

18 Résoudre un triangle connaissant un côté a, la perpendiculaire A 
abaissée sur ce côté du sommet A, etla somme b + c. 

19° Résoudre un triangle connaissant les angles et le volume décrit 
par le triangle dans sa rotation autour du côté a. 

20° Lorsque les sinus des angles A, B, © d’un triangle sont en 
progression arithmétique, on a 


A C 1 
tang — tang = = — . 
SE RTN 
210 Lorsque les ¢ tangentes des angles A, B, d’un triangle sont 
en progression arithmétique. les carrés des côtés a, b, c sont aussi en 
progression arithmétique. 
22° Lorsque les côtés a, b,c d’un triangle sont en progression 
arithmétique, on a | 
A—C 1 È C A 3 
sihi 2 GEL, 1 COS? c COS — = — 
cos 7 2 sin 7 9 + 7 9 
230 Lorsque les cotangentes des moitiés des angles ABC d’un 
triangle sont en progression arithmétique, OD à 


A G 
ot COl E à. 
co 9 cot 9 
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CHAPITRE I 


Propriétés des triangles sphériques. 


s03.— Soit O le sommet d’un angle trièdre dont OA,OB,0C 
sont les arêtes; si du point O comme centre, avec un rayon 
arbitraire, on décrit une sphère, l'angle trièdre déterminera 
sur la surface de la sphère un triangle sphérique. Les angles 
A, B, C de ce triangle sont précisément les angles dièdres de 
l'angle trièdre; les côtés opposés, dont nous représentons les 
longueurs par æ, b, c, en prenant le rayon de la sphère pour 
unité, mesurent les angles plans ou les faces de l'angle trièdre. 
Chacun des six éléments du triangle sphérique est compris | 
entre O etm. On sait que chaque côté est plus petit que la 
somme des deux autres, que le périmètre & + b + c est infé- 
rieur à 2r, et que, réciproquement, ces conditions sont suffisantes 
pour qu'avec trois côtés donnés on puisse former un triangle 
sphérique. Quant à la somme des angles, elle varie de r à 3r. 

Un triangle sphérique est déterminé lorsqu'on connaît trois 
quelconques de ces six éléments ; il n'est pas nécessaire, 
comme pour les triangles rectilignes, qu'il y ait un côté parmi 
les éléments donnés. Comme les constructions ‘graphiques, à 
l'aide desquelles on pourrait déterminer les éléments inconnus, 
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sont plus compliquées que celles qui se rapportent aux triangles 
rectilignes , l'incertitude sur l'approximation des résultats 
seraient encore plus grande que pour ceux-ci. Il importe don£ 
de remplacer ces constructions par des calculs numériques : 
c'est le but de la trigonométrie sphérique. Le problème général 
consiste, étant donnés trois éléments d’un triangle, à déter- 
miner chacun des trois éléments inconnus. On résoudra ce 
prôblème au moyen de relations entre les six éléments pris 
quatre à quatre. Ces relations, au nombre de quinze, sont de 
quatre espèces différentes : 1° entre les trois côtés et un angle ; 
2 entre deux côtés, et les deux angles opposés ; 3° entre deux 
côtés, l'angle compris, et l'angle opposé à l’un d'eux ; 4° entre 
un côté et les trois angles. 


RELATIONS ENTRE LES TROIS COTÉS ET UN ANGLE. 


22 


104. — Par le sommet O de langle trièdre menons dans le 
plan AOB (fig. 41), et du côté de OB, 
une perpendiculaire OM à OA ; de 
même dans le plan AOC et du côté 
de OC une perpendiculaire ON à 
OA; le plan MON, renfermant 
deux’ droites perpendiculaires à 
OA, est perpendiculaire à cette 
arête, et langle MON mesure 
Fig. 41. l'angle dièdre OA ou l’angle A du 
triangle sphérique. Sur la circonférence AB, en partant du 
point A et marchant dans le sens AB, on parcourt l'arc AB—c; 
du point B, ‘abaissons la perpendiculaire BP sur OA ; larc c a ` 
pour sinus la longueur BP (toujours affectée du signe +, 
puisque l'arc est moindre que 7), et pour cosinus la longueur 
OP affectée du signe + ou du signe —, suivant qu'elle est 
comptée sur OA ou sur son prolongement. Sur la circonfé- 
rence AC, en partant du point A et marchant dans le sens AC, 
on parcourt de même l'arc b; abaissons la perpendiculaire CQ 
sur OA, on a sin b= CQ, cos b = + OQ. La projection de la 
ligne droite OB sur la droite OC est égale à la somme des pro- 
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jections sur cette même droite des deux côtés de la ligne 
brisée OPB. La projection de OB est cos æ. La direction OA fait 
avec OC langle b; si le point P tombe sur OA, la projection 

| de OP est OP cos b, ou cos c cos b, puisque 
cos c est, dans ce cas, égal à -++ OP: Si le 
point P tombe sur le prolongement OA’ 
de OA (fig. 42), la projection de OP est 
OP >< cos AOC, ou — OP X cos b, puisque 
l'angle A/OC est supplémentaire de ð; 


y VANN mais, dans ce cas, on a cos c = — OP ; la 
t -4 \ U projection a donc pour expression cos € COs b, 
/ Sols comme dans le premier cas. La droite PB 

N! étant parallèle à OM et de même sens, 
Fig. 42. sa projection est PB >< cos COM, ou 


sin € cos COM ; on a donc 
cos æ = cos ¢ cos b + sin c cos COM. 


Projetons maintenant sur la droite OM la ligne droite OC et 
la ligne brisée OQC. La projection de OC est cos COM ; la 
droite OQ faisant avec OM un angle droit, sa projection est nulle. 
La droite QC, étant parallèle à la droite ON qui fait avec OM 
l’angle A, a pour projection QC œx cos A, ou sin b cos A;ona 
donc 

cos COM = sin b cos A. 
Si l’on remplace cos COM par sa valeur dans la relation précé- 
dente,.il vient 
cosa = cos ¢ cos b + sin c sin b cos A. 
On obtient ainsi les relations de première espèce, entre les 


trois côtés et un angle, 


cos æ = cos b cos c + sin b sin c cos A, 
(1) cos b = cos ¢ cosa + sin c sin & cos B, 
! cos c = cos a cos b + sin a sin b cosG. 


Puisqu'on peut prendre arbitrairement trois des six éléments 
d'un triangle sphérique, il n'existe que trois relations dis- 
linctes entre ces six éléments. Des trois relations précédentes, 
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que l'on nomme équations fondamentales, il sera ‘donc pos- 
sible de déduire toutes les autres par des transformations algé- 
briques. 


RELATIONS ENTRE DEUX COTÉS ET LES DEUX ANGLES OPPOSÉS. 


105. — On demande, par exemple, la relation qui existe 
entre les côtés a et b et les deux angles opposés A et B. Il faut, 
entre les équations (1), éliminer c et C ; comme C n'entre pas 
dans les deux premières, il suffit d'éliminer c entre ces deux 
équations. Si on les ajoute et si on les retranche membre à 
-~ membre, elles donnent 


(cos a + cos b) (1 — cos c) = sinc (sin b cos A + sin a cos B), 
(cos a — cos b) (1 + cos c) = sin c (sin b cos A — sin a cos B); 


si l’on multiplie membre à membre ces deux dernières, le pre- 
mier membre contient le facteur 1 —cos?c, le second le facteur 
sin? c; si l’on supprime ces facteurs égaux, c est éliminé, et 
l'on a 

cos? a — cos? b = sin? b cos? A — sin? a cos? B, 
d'où 

sin? æ sin? B = sin? b sin? A, 

et, puisque les sinus sont positifs, 


sin a sin B = sinb sin A, 
ou 
sina sin b . 
sinA  sinB 
On a donc les trois rapports égaux 


sin 4&4 sin b sin € 


2) A a t 


sin À sin B sin C 


Ainsi, dans un triangle sphérique, les sinus des côtés sont 
proportionnels aux sinus des angles opposés 

On obtient directement ces relations de la manière suivante: 
du point C, abaissons une perpendiculaire CD sur le plan AOB 
(fig. 43) : du pied D, menons dans ce plan les droites DP et DQ 
perpendiculaires sur OA et OB, et joignons CP et CQ. Les 
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droites CP et CQ, en vertu d'un théorème connu, sont aussi 
perpendiculaires sur OA et OB, et, 
par conséquent, les angles-CPD et CQD 
mesurent les angles A et B du triangle 
sphérique. Mais les triangles rectan- 
gles CDP, CDQ donnent | 


CD = sinb sin A = sina sin B; 


do sinä. + sinb 
ne = —— . 
sin À sin B 


RELATIONS ENTRE DEUX COTÉS, L'ANGLE COMPRIS, ET L'ANGLE 
OPPOSÉ A L'UN D'EUX. 


106.—On demande, par exemple, la relation qui existe entre 
a, b, C, A. Il fautéliminer c et B. Si, dans la première des équa- 
tions (1), on remplace cos € par cos a cos b +sin & sin b cos C, 


T | ; eG Sa 
et sin e par sina- ~-= il vient 
sin À 


è ; ù z ’ cos À 
cos æ sin? b = sin a sinb (cos b cos C + sinG IRA ] 


et, si on divise par sin à sin b, 
cot æ sin b = cos b cos O + sin C cot A. 


Les formules de cette espèce sont au nombre de six : 


cota sin b = cos b cos C + sin C cot A, 

cot a sin c = cos ¢ cos B + sin B cot A, 

(3) cot b sin € = cos ¢ cos À + sin A cot B, 
cot b sin a = cos a cos C + sin C cot B, 

cot c sin æ = cos a cos B + sin B cot C, 

\ cot c sin b = cos b cos A + sin A cot C. 


RELATION ENTRE UN COTÉ ET LES TROIS ANGLES. 


107. — Considérons le triangle polaire du triangle ABC et 
désignons par a’, b’, c’ ses côtés, par A’, B’, C/ ses angles. Les 
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côtés de chacun des triangles étant supplémentaires des angles 
de l’autre, on a 

å =n => A] b=r—B, c —=r—0cC, 

A’ =r =a, B'=r—b, C—=7r—c. 


En appliquant au triangle polaire la relation fondamentale, 
ona fe 
cos a! = cos D’ cos c’ + sin b’ sin c’ cos A’; 
si l’on remplace les éléments de ce triangle par leurs valeurs, 
il vient 
— cos À = cos B cos C — sin B sinC cos a; 
ou 


cos A = — cos B cos G + sin B sin C cos 4a. 
On obtient ainsi les trois relations de quatrième espèce 
cos À = — cos B cos C + sin B sin C cosa, 
(4) < cos B = — cos C cos A + sin C sin A cosb, 
( cos G = — cos A cos B + sin A sin B cosc. 
108. — On peut déduire ces relations des équations (1), par 


une transformation algébrique. 

On demande, par exemple, la relation qui existe entre les 
angles et le côté a. Il faut éliminer b et c. Si, dans la première 
des équations (1), on remplace cos ¢ par 


cosa cosb + sin & sinb cos C, 
on a 


cos a sin? b — sin 4 sin b cos b cos G + sin b sin c cos A; 
si on divise par sin b et si on remplace sin à, sin b, sin © par 
les quantités proportionnelles sin A, sin B, sin C, il vient 
cosa sin B = cos b sin A cosC + sin C cos A. 


On aurait de même, en remplaçant cos € par sa valeur, dans 
la seconde des équations (1), 


cos b sin A = cos & sin B cos C + sin C cos B. 


L'élimination de b entre ces deux dernières équations donne 
Ja relation cherchée 


cos A = -- cos B cosC + sin B sinC cos a. 
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PROPRIÉTÉS DES TRIANGLES RECTANGLES. 


109. — Soit A langle droit. Celles des relations précédentes 
qui renferment l'angle A deviennent 


cos 4 = COS à cos C; 
sin b = sin a sin B, sin c = sinsin C: 
tangb = tanga cosC, — tang c= tanga cos B, 
tangb = sinc tang B, tang c = sin b tang C ; 
cos a — cot B cotC, 
cos B = sin C cos b, cos C = sin B cosc. 


On obtient toutes ces relations à l’aide d’une règle mné- 
monique très-simple. Sur les côtés de l’angle droit du triangle 


rectangle (fig. 44), on écrit T =p T — c à la place de b ẹt c, 


c et l'on considère les cing quantités | 
Rp i F, PA: 1€ : 2 — c comme for- 
~ mant une suite fermée; les relations 
À EL; _ précédentes sont données par la 
k règle suivante : Le cosinus de l’une 
Fig. 44. 


quelconque des cinq quantités est 
égal æu produit des cotangentes des deux adjacentes ou au 
produit des sinus des deux opposées. D'après cela, il est facile 
d’avoir la relation entre trois quelconques des éléments d’un 
triangle rectangle ; car, si l’on prend au hasard trois des cinq 
quantités que nous venons de considérer, ou elles seront toutes 
trois adjacentes, ou deux seront adjacentes et la troisième 
isolée des deux autres; dans les deux cas la règle précédente 
donnera entre elles une relation binôme. | 

1° On demande, par. exemple, une relalion entre les trois 


4 RE: 
éléments b, C, a; puisque les quantités p —-b, C, a sont 
consécutives, On a 
(T 
cos C =: cot z — ) cota, 


ou 
tang b = tang a cos C. 
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2 On demande une relation entre les éléments b, C, B ; 
T 
comme mn — b et C sont adjacents et B isolé, on a | 


; T ` R 
cos B = sin (z iiai b' sin C = cosb sin C. 


209 49 
840. — Remarques. Les relations précédentes conduisent 
à quelques propriétés des triangles rectangles qu'il est bon 
d'indiquer. 


1° La formule cos a = cos b cos c montre que les trois côtés 
a, b, c sont aigus, ou que deux sont obtus et l’autre aigu. 

2° La formule tang b = sin c tang B exige que b et B soient 
simultanément aigus ou obtus, c'est-à-dire qu’un côté de l'angle 
droit et l'angle opposé sont toujours de même espèce. 

3° On peut construire un triangle rectangle en prenant 
arbitrairement, soit les deux côtés de l'angle droit, soit l’hypo- 
ténuse et un angle, soit uh côté de l'angle droit et l'angle adja- 
cent ; il en résulte que trois éléments qui satisfont à l’une des 
relations précédentes appartiennent à un triangle sphérique 
rectangle, pourvu toutefois que b et B, ou c et C soient de 
même espèce, si cette relation est l'une de celles où entrent 
ces éléments. 


EXPRESSION DES ANGLES EN FONCTION DES COTÉS. 


111. — Parmi les diverses relations établies entre les élé- 
ments d’un triangle sphérique quelconque, les relations (2?) 
sont les seules qui se prêtent au calcul par logarithmes ; on 
transforme les autres de manière à en obtenir de nouvelles 
qui présentent le même avantage. 
La première des équations (1) donne 
. hp rk cos a T cosb cos € 
sin b sin ¢ 


3 


si, dans les formules 


HARON < 1 — cos A l. DA T+ cos A 
sin y= 3 SE er Ever 
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on alt, anr cos A par sa valeur, il vient 


in À cosb cos cosb cosc+sinb sinc—cos a b sin c—cos a cos cos (b—c)—cos a )—cos a 
ST 9 sin b since Jade salut | 2sinbsinc 


sd aai RÉ Le 


———— 


En sin à sin € 


è os À .// cosa—cosb cosc+sinb sinc cosa—cosb cosc+ sinb sinc Ea cos sa—cos(b+e) 
7 S E ADOC + sinb sinc 


si patid sin — TEE 


Der sinb sinc 


En posant a + b + c = ?p, on en déduit 


gin À à sin (p — b) sin (p — 6) 
2 sin b sin ¢ 

à A sinp sinp — a) 

Hs, 2 sin b sin € 

| E sin (p — b) sin sin (p — b) sin (p — ¢) SEDL 

2  šinpsin (psa) 


EXPRESSION DES COTÉS EN FONCTION. DES ANGLES. 


(5) 


\ 


242.— Les équations (4), par des transformations analogues 
aux précédentes, donnent, si l’on pose 2S = A + B+C—7, 


Jey male sin (B — S) sin (C — S) 
uen sin B sin G- A 
i  Œ o sin $ sin (A — S) 
(6) ser fs | sin BsinC. 


apatedo: sin (B - S) sin (C--S) 
El i sin Ssin (A — 8) ? 


La quantité ?S s'appelle l'excès sphérique du triangle. 
Ces dernières- relations se déduisent aussi des relations (5) 
à l’aide du triangle polaire. 
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FORMULES DE DELAMBRE. 


4143. — Ces formules sont 


in BE cos ie à sin TAT sin e 
sin —5 eL 9 Ai 3 
yii os l os Gin sin Å 
% cos -5 cos -5 cos — o 
AB a—+b A—B a—+b 
COS — f E cos — Ri sin — 
nn. rE cos KA | sin € ae sin kt 
EES 2 9 9 
En effet, la relation 
ane saut À Br IMSLT ETES 
sin —,— = sin- 00s -7 + cos sin — ; 


au moyen des formules (5), devient 


sé A+B _ sin(p—a)+sin(p—b) Pen sin (p—c) 
M SP EE 7 RE Leman dr et LU 


sin € sin & sinb 
2 MS me À e uan ba co c 
sh ARS a 2 Yme aA Ta Pate 
sin =S s Ei 
ë 2 sin Be Gi f cos i 
; à 2 2 


On démontrerait de la même manière chacune des trois 
autres formules. 
- Voici un procédé mnémonique assez commode pour se 
rappeler les formules de Delambre : si l’on met les angles dans 
le premier membre, les côtés dans le second : 1° le premier 
membre contient deux lignes trigonométriques différentes, le 
second membre deux lignes semblables ; 2° en ne considérant 
que les numérateurs, à un sinus dans l'un des deux membres 
correspond dans l'autre un signe —, à un cosinus le signe +. 


ANALOGIES DE NÉPER. 


#14. — Si l'on divise membre à membre la première des 
relations (7) par la troisième, la seconde par la quatrième, 
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la quatrième par la troisième, et enfin la seconde par la pre- 
mière, on obtient les quatre formules 


A+B a —b A—B . @ —b 
tang 9 Co tang — sın 3 

bri pae cos 5 z , cot = sin $ T r 

(8) -= A— a — .. A—B 
tang — cos J tan 9 sin 9 

tang 5 cos + :. tang 7 sin ER 

EXPRESSIONS DIVERSES DE L'EXCÈS SPHÉRIQUE. 
#15. — La surface d'un triangle sphérique dépend de son 


excès sphérique ; nous indiquerons diverses formules pour 
obtenir cette quantité. 

Cherchons d’abord l'expression de l'excès sphérique au 
moyen de deux côtés et de l'angle compris. Si l’on multiplie 


membre à membre les formules qui donnent cot— et cot & 
en fonction des angles (n° 112), il vient 


core b — sin(G—S) e sin C cos S — sin S cos C 
2 2 sin S sin S e 
= sin Q cot S — cos C, 
d’où 
cot + cot i +- cos C 
CIEN cot S — — 
sin G 


-Ti en résulte que l'angle C restant fixe, si l’on fait varier les 


côtés æ et b sans altérer la surface, le produit cot + Le 


2 
reste constant. 

116. — Cherchons maintenant l'expression de l'excès sphé- 
rique en fonction des côtés. Si, dans les formules de Delambre 
. A+ a — b A+B a +b 
Sin —— = COS ——— s — ones À à 

n 9 5 — co 5 cos > 
S ` j Cos x , sin £ si +. 
cos + S 9 sin ag COS — 


22 
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on remplace 


2 
C C c 
cos i -— s) + cos De 21200888 + cos F 


el, par suite, 


A+B T C: 
+ par wy -|4 — 5), 
il vient 
cos k — s) cos -Z m è sin E — ) £os r Å. à 
cos ES cos h-a i sin baT cos Le | 
2 2 2 2 
La première de ces équations donne 
C G Q@—ų— 
cos E -= 8) — cos — cos — COS — 


b 
2 2 2 


S C—S$S — 
tang — 9 tang - y = tang P tang p 5 
La seconde donne de la même manière 
tang o? 
énnob i p Pris, 
SN USE g CR 9 3 
tang - 5 


en multipliant ces deux équations membre à membre, on 
obtient la relation 


(10) ang =| / anst tang P 5 qu. tang pP tang z . 


CERCLE INSCRIT. 


447.—Soient O le centre du cercle inscrit à un triangle sphé- 
rique ABC, D, E, F les points de contact 
(fig. 45). Appelons r larc de grand cercle 
OF qui joint le centre à l’un des points de 
contact, c’est-à-dire le rayon sphérique du 
cercle inscrit. Les distances des sommets aux 
yc points de contact étant égales deux à deux, la 
somme des trois arcs BD, DC, AE est égale 
au demi-périmètre du triangle ; on a donc 
AE=AF=p—a "BD = BF = p% b, 
CE = CD = p — c. 


A 
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Le triangle rectangle AOF donne 


A3 
tang r = tang sin (p — à). 


Re À. à NE 
Si l’on remplace tang — par sa valeur en fonction des côtés, 


on a la formule 


(o) mera | EET 


sin p! 


CERCLE CIRCONSCRIT. 


tā8.—Soit O le centre du cercle circonscritau triangle ABC 
(fig. 46); joignons le point O aux trois 
sommets, et abaissons l'arc OD perpen- 
diculaire sur BG. Les trois triangles - 
AOB, BOC, COA sont isocèles; si l'on dé- 
\/ signepar « les deux angles égaux OBC, 

€ OCB, par f les deux angles égaux OCA, 
OAC, et par y les deux angles égaux 
Fig. 46. OAB, OBA, ona 


LOFTA aTa mB ati 


on en déduit 


maa o E 
==- > 


4 


sl-----> 


E S E hote 
= 9 = y (A—S) 


~“ 


Si l'on appelle R l'arc OB ou le rayon sphérique du cercle cir- 
conscrit, le triangle rectangle OBD donne 


a TRIEN 
cot R — cot -5 cosa == cot sin (A — S); 


a Si 
en remplaçant cot par sa valeur en fonction des angles 


(n° 112), on obtient la formule 


(12) cot R = a AT 


sin 5 
#09. — Remarque. Trois grands cercles partagent la sur- 
face de la sphère en huit triangles qui sont deux à deux 
ne : 
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symétriques; les cercles inscrits ou circonscrits à deuxiriangles 
symétriques sont égaux. Les formules précédentes se rappor- 
tent au triangle dont les éléments sont à, b, c, A, B, C. On 
démontre aisément que l’on obtient les rayons des cercles ins- 
crits à ces différents triangles par les relations 

_ tangrsin p 
= tang rą sin (p —a)= tang r, sin (p—b)=tang r, sin (p —c) 
— y sin p sin (p — à) sin (p — b) sin (p — c), 
et les rayons des cercles circonscrits par les relations 

cot R sin S 

= cot Ra sin (A—S)=cot R, sin (B — S) = cot R, sin (C—S) 
= y sin S sin (A — S) sin (B — S) sin (G — $), 
dans lesquelles r, R, désignent le rayon du cercle inscrit et 
le rayon du cercle circonscrit au triangle qui a pour sommets 
B, C et le point A’ symétrique de A. 
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Résolution des triangles sphériques. 


' 


120. — On peut prendre à volonté trois des six éléments 
d’un triangle sphérique. Supposons que l'on donne les trois 
côtés a, b, c; on a vu en géométrie élémentaire que les condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour l'existence d’un triangle 
sphérique sont : 1° que le plus grand côté soit plus petit que la 
somme des deux autres ; 2° que la somme des trois côtés soit 
moindre qu’une circonférence de grand cercle. 

Nous rappellerons ici la démonstration de ce théorème im- 
portant. Sur une circonférence de grand 
cercle prenons un arc BC (fig. 47) égal 
au plus grand côté a, et soient BD = c 
et CF =b les deux autres côtés; du 
point B comme pôle, avec une ouver- 
ture de compas égale à la corde qui 
sous-tend l'arc BD, décrivons un petit 

F-D cercle DAE ; du point G comme pôle, 

Fig. 47. avec une ouverture de compas égale à 

la corde CF, décrivons de même un petit cercle FAG. Il est aisé 
de voir que ces deux petits cercles se coupent en un point A. 
Considérons, en effet, la calotte sphérique limitée par le petit 
cercle DAE et ayant pour pôle le point B; puisque l’arc BC est 
plus petit que BD + CF, le point F est situé entre B et D, 
et par conséquent à l'intérieur de la calotte sphérique. 
D'autre part, la somme des côtés du triangle, savoir 
EB + BG + CG, étant moindre que la circonférence du grand 
cercle, le point G est situé sur l'arc CB'E, et par conséquent 
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à l'extérieur de la calotte. Ainsi la circonférence de petit cercle 
FAG va d’un point intérieur F à un point extérieur G ; donc 
elle coupe nécessairement en un certain point A la circonfé- 
rence DAE qui limite cette calotte. En joignant les points B 
et C au point A par des arcs de grand cercle, on obtiendra le 
triangle sphérique demandé ABC. | : 

Les deux petits cercles se coupent en un second point, ce qui 
donne un second triangle symétrique du premier. Mais, en 
trigonométrie sphérique, on ne compte ces deux triangles 
symétriques que comme une seule solution, puisque les 
éléments sont les mêmes et seront donnés par un même 
calcul. 


4121. — Il est facile d'en déduire les conditions d'existence 
du triangle sphérique quand on donne les trois angles. Quand 
on donne les trois angles A, B, C d’un triangle, on donne les 
_ trois côtés a’ = r — A, b'= r — B, c =r — C du triangle po- 
laire ; pour que l'on puisse construire le triangle polaire, et par 
suite le triangle proposé, il faut que la somme des trois côtés 
de ce triangle polaire soit moindre que 2r et que le plus grand 
côté a’ soit plus petit que la somme des deux autres, ce qui 
donne les deux conditions 


dHb+e< 2%, ALH; 


si l’on remplace les côtés g’, b’, c! par leurs valeurs, ces deux 
conditions deviennent | 


ALB+LC>7r, A+kr>B+C. 


D'ailleurs elles sont suffisantes : car, lorsqu'elles sont rem- 
plies, on peut construire le triangle polaire, et par suite le 
triangle demandé. Ainsi, quand on donne les angles d’un 
triangle sphérique, les conditions d'existence du triangle sont : 
1° que la somme des angles soit plus grande que deux angles 
droits; 2° que le plus petit angle augmenté de deux angles 
droits soit plus grand que la somme des deux autres. 
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* RÉSOLUTION DES TRIANGLES RECTANGLES. 


La ‘résolution des triangles rectangles est comprise dans la 
règle mnémonique indiquée au n° 109; mais il est bon d’exami- 
ner séparément les différents cas qui sont au nombre de six. 
‘On peut donner : 1° les deux côtés de Tangle droit; 2° un côté 
de l'angle droit et l'hypoténuse ; 3° un côté de l'angle droit et 
l'angle adjacent; 4° un côté de l'angle droit et l’angle opposé ; 
5e l'hypoténuse et un angle; 6° les deux angles. 


122. — Premier cas. — Données: b, c. 

Le triangle est toujours possible et les éléments inconnus 

sont donnés sans ambiguïté par les formules 
tang b 


tangc 
cos a = cosb cosce, tang B —— , tang C= — =. 
sin c SMO —, 


Il peut arriver que l’hypoténuse & soit donnée avec peu de 
précision par soù cosinus. Dans ce cas, on calculera d'abord 
l'angle B, puis on déterminera æ par la formule 


cot a —= cos B cot c. 


£23. — Deuxième cas. — Données : à, b. 
Soient ABA’, APA’ (fig. 48) deux grands cercles perpendicu- 
laires entre eux, qui se coupent suivant le 
“diamètre AA’. Prenons AC =b. Tous les 
arcs menés du point G aux divers points 
du grand cercle ABA’ sont compris entre b 
_etr—b; le triangle ne sera donc possible 
qu'autant que æ sera compris entre ces 
mêmes limites. Lorsque cette condition 
| est satisfaite, on décrit du point G comme 
Fig. 48. pôle, avec la corde de l'arc a pour rayon, 
un petit cercle qui coupera la circonférence ABA’ en deux 
points B et B’; on joindra chacun d'eux au point C par un arc: 
de grand cercle, et l'on aura deux triangles symétriques. On 


4’ 
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calcule les éléments inconnus par les formules 


i . tangb 
(1) sin B= Ê}, eon Le EA DE eus era 


na cos b ? _  tanga 


On prend B, qui est donné par son sinus, de même espèce 
que b. 
Ces formules, déterminant les éléments par des sinus ou des 
cosinus, pourraient ne pas donner une approximation sufti- 
sante. Dans ce cas, on calculera les inconnues par leurs tan- 

gentes ; on a en effet 


i yirt piao o a—b 
ang = 1+ cose -Y cosb+cosa ~ à 2 


tang 
PHARES à — cos i Vas — tangb VE {a — b) 
2  V 1—+cosC  Ÿ tanga Ltangb  V sin (a + b) ” 


tang [45e 1— sin B sp et 2 b ang z 
A de D A PRES 
j I+sinB8 — sin Paart ipae, 


3 
tang ù 


Dans cette dernière formule, on prendra le signe + ou le 
signe —, suivant que le côté donné b est aigu ou obtus, puisque 
l'angle B est de même espèce que le côté b. 


. 424. — Troisième cas. — Données ; c, B. 
Le triangle existe toujours. On obtient les inconnues, sans 
ambiguïté, par les formules 


tang c 


ng b— sinc tang B, cos C—sin B cosc, tang a= ; 
tang b in c tang B, z g TR 


Afin d'éviter l'inconvénient que présente la détermination 
de l'angle C par un cosinus, on pourra, après avoir trouvé le 
côté b, calculer l'angle C par la formule 


,_ tangc 
nr Es sin b 
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125. — Quatrième cas. — Données : b, B. 
Supposons d'abord B aigu. Soient BDB’, BEB’ (fig. 49) deux 
demi-grands cercles qui se coupent sui- 
vant le diamètre BB’, en faisant un angle 
égal à B. Il s’agit de mener un grand 
cercle perpendiculaire à BDB’, et tel que 
l'arc AC de ce cercle, compris dans le 
fuseau BDB'E soit égal à b. Les divers 
cercles perpendiculaires au grand cercle 
Fig. 49. BDB’ passent par le pôle P de ce cercle; 
soit PED, celui qui est perpendiculaire à la fois à BDB’ et à 
BEB’; ce cercle a son pôle en B et l'arc DE, compris dans le 
fuseau, mesure l'angle B; l'arc PE'est plus petit que PC, il en 
résulte CA < ED, ou CA < B. La condition de possibilité est 
donc b < B; lorsqu'elle est satisfaite, on obtient le sommet C 
en décrivant un petit cercle, du pôle P, avec un rayon sphé- 


n T Ê à 
rique égal à pur b ; cé petit cercle coupera l’arc BEB’ en deux 


points ; un grand cercle passant par’l'un de ces points et le 
pôle P partagera le fuseau en deux triangles BAC, BAC, 
qui satisferont tous deux à la question. 

Supposons maintenant B obtus. Soient BD’B/, BEB’ les demi- 
grands cercles qui font entre eux l’angle donné. Parmi tous les 
arcs perpendiculaires à BD’B/ et compris dans le fuseau BD' P'E, 
le plus petit est l’arc D'E qui mesure l'angle B; pour que le 
triangle soit possible, il faut que l’on ait b > B; si cette condi- 
tion est remplie, on obtient le sommet C en décrivant du 


L 
T 


point P comme pôle, avec un rayon sphérique égal à b — D? 
un petit cercle ; il y a deux solutions B’AC, B’A!C. 
Lorsqu'on a reconnu que le triangle existe, on détermine les 


inconnues par les formules 


tang b : cos B g 41: mofsin d 


sin ¢ = ——— sin : 
tang B ? cos b © sin B 


` 


Chaque élément, étant donné par son sinus, a deux valeurs; 
on choisira c à volonté, puis © de même espèce que c; enfin q 
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sera aigu ou obtus suivant que b et c seront ou ne seront pas 
de même espèce. 

Il vaut mieux calculer les éléments cherchés par les for- 
mules 


Es sin (B— 0) b) 
tang (45 TE 79s sl (B +0) ? 
tang (a me i j= as p mE e E L U 3 


H BJ 


: tang = 
tang (s —— = ee PSS M siaa 
HR PAT B +b 
Re par 


Les doubles signes correspondent aux deux solutions. 


126. — Cinquième cas. — Données : a, B. 
Le triangle existe toujours, et l’on a 


RARE f à $ 
cote =) tange —=tang a cos B, sin b = sin a sin B. 
cot B 
On prendra b de même espèce que B. 
On évitera l'inconvénient que présente la détermination du 


côté b par ùn sinus, en calculant ce côté par la formule 
tang b = sin c tang B, 


après avoir trouvé c. 
\ 
. a27. — Sixième cas. — Données : B, C. (On suppose B> C.) 
Pour que le triangle existe, il faut que l’on puisse construire 


le triangle polaire avec les côtés — , r — B, r— C, suppléments 


5 u 
des angles A, B,C ; cette construction sera possible, lorsque 
chacun des côtés sera plus petit que la somme des deux autres, 
et qu'en même temps la somme des trois côtés sera moindre 
que ?r. Ainsi les conditions de possibilité sont 


puce 2 


T T 
DU D USSR D 7 D 
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Lorsqu’elles sont remplies, on détermine les inconnues par les 
formules 


cos B cos GC 
cos 4 = Cot B cot C, COSb———, cos c—— - 
sin G sin B 


On emploiera de préférence les formules suivantes : 


tang 4- = TAS g ee — 45°) tang (== -= as) 


128. — Remarques. Lorsqu'un élément inconnu est déter- 
miné par un cosinus, une tangente ou une cotangente, ayant 
une valeur négative, on cherche son supplément. Par exemple, 
dans le premier cas (n° 112), si le côté b est obtus, langle B 
sera aussi obtus, et l'on éerira 


tang (r — b) 


mar à LP Bira sin € 


Le calcul logarithmique s'applique à cette dernière formule. 

La résolution de certains triangles obliquangles se ramène 
immédiatement à celle d'un triangle rectangle. 

1° Si le triangle donné a un côté égal à 90°, le triangle 
polaire aura un angle droit ; on connaît en- outre deux autres 
éléments de ce triangle ; on pourra donc le résoudre, et Pon 
aura les éléments du triangle proposé en prenant les supplé- 
ments de ceux du triangle polaire. 

20 Si l’on donne a =b; ou À = B; le triangle est isocèle ; 
on le résout en le partageant en deux triangles rectangles. 

3° Si l’on donne æ +b = 180°, ou A + B—180°, en prolon- 
geant les côtés a etc jusqu’à leur rencoûtre en B’, on formera 
un triangle isocèle ACB’; on résoudra ce dernier et on con- 
naîtra les éléments du triangle proposé. . 
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RÉSOLUTION DES TRIANGLES QUELCONQUES. sa 


Il y a également six cas à examiner. On peut donner : 1° les 
trois côtés; 2° les trois angles; 3° deux côtés et l’angle compris; 
4° un côté et les deux angles adjacents; 5° deux côtés et l'angle 
opposé à l'un d'eux: 6° deux angles et le côté opposé à l’un 
d'eux. On pourrait d’ailleurs ramener trois de ces six cas aux 
trois autres par la considération du triangle polaire ; mais on 
préfère calculer directement les éléments du triangle proposé. 

229. — Premier cas. — Données : q, b, c. 

Pour que le triangle existe, il est nécessaire que la somme 
des côtés soit plus petite que 360° et que le plus grand côté soit 
moindre que la somme des deux autres. Si ces conditions sont 
remplies, il y a une solution unique et l’on détermine les 
angles par les formules du n° 111. On prendra de préférence 
_les formules qui donnent les angles par leurs tangentes, 


une à PAIE sin (p — b) sin (p — 0) 
sin p sin (p — à) 
Ke sin (p — c) sin (p —a) sin (p — à) 
ang À Poe A sin p'sin (p — b) ’ 


pi sin (p — a) sin (p — b) 
lang -7 = V E sinp sin (p — c) : 


430. — Deuxième cas. — Données : A, B, G. 

Le triangle existe lorsque la somme des angles est plus 
grande que deux angles droils et que le plus petit angle aug- 
menté de deux angles droits est plus grand que la somme des 
deux autres. Ces conditions étant remplies, il y a une solution 
unique, et l’on obtient les côtés par les formules n° 112, 


: _sinS sin - sin Ssin (A — À n(A—S) 

aitai iid “sin (B — S) sin (C — §) ? 

i — sin§ sin in (B — — = S) 
Re rer “sin {C—S) sin (A —S) ! 


i ~ sinSsin S sin (C — 8) — PE : 
ang = ‘sin (A —S) sin (B—S) ‘ 
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138, — Troisième cas. — Données: a, b, G. (On suppose 
a > b.) 
Le triangle est toujours possible. On déterminera A et B par 
deux analogies de Néper (n° 114), 


tane A+ B re à tan AR sin SES b 
kine IE 2 ETR 2 
C ai a+b ? C na a sia ttt D: 
cot ie cos 2 cot < sin — 


qui donnent la demi-somme et la demi-différence des angles A 
et B; on calculera ensuite le côté c par une autre analogie 


tan _a = b" in 2 PB 
STI Be Riols Puit vd 
ORNE UE 
tang 5 sin 9 
L'angle 2r , compris entre 0 et x, est déterminé par sa 


: à IA ; —B 
tangente sans ambiguïté; il en est de même de l'angle 


qui est compris entre 0 et F ? 


£32. — Remarques. — Souvent dans les applications on n'a 
besoin que du côté c ; alors on le détermine par la formule 


cos € = cos & cos b + sin q sin b cos C, 
ou 
cosc = cosb (cosa + sina tang b cos ©), 


que l’on rend calculable par logarithmes, à l’aide d'un angle 
auxiliaire. Si lon pose 
tang ọ = tang b cos C, 
on a 
EPEN cos b cos (a — +) h 
cos ọ 
La même méthode pourrait être employée pour le calcul 
des angles A et B; mais elle n'offre pas d'avantage sur la pre- 
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mière. En effet, les formules qui établissent des relations entre 
chacun des éléments inconnus et les données sont 


cot-a sin b = cos b cos Q + sin C cot A, 
cot b sin a = cos a cos G + sin C cot B, 
ou 
sin C cot A — cot a (sin b — cos b tang a cos C), 


sin C cot B = cot b (sin æ — cosa tang b cos C). 
La seconde devient calculable par logarithmes, à l’aide de 
langle auxiliaire ọ considéré précédemment, 
cot C sin (a — 
COR = ra me 
sin y 


De la première on déduit pareillement 


cot C sin (b — 

TE em Bai 
sin Ÿ 

en posant 


tang y = tang a cos C. 


133. — L'emploi des angles auxiliaires + et y équivaut à la 
décomposition du triangle en deux triangles rectangles. 
Las Soit AD (fig. 50) l'arc mené du point A 
perpendiculairement à BC ; dans le triangle 
ADC, on a 


tang CD = tang b cos C, 


ce qui indique que l'angle auxiliaire + est 
égal à l’arc CD. On a ensuite 


Fig. 50. 


sin Y 
G 


cos AD = pong < miang ADS 
CoS ọ 


Le triangle ADB donne 


cosb cos (a — 
cos € = cos AD cos (a — p) = Lieta ) 
? 


sin(æ—;+) _ cotG sin (a — y) 


(D 5 ï 
un tang AD sin ọ 
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On obtiendrait de même l'angle A par une perpendiculaire 
menée du point B sur AC. 


134. — Quatrième cas. — Données: A, B, c. (On suppose 
A > B.) z: 

Le triangle est toujours possible. On déterminera a et b par 
deux des analogies de Néper 


PERE Sa ot. ERa A | PEES ur MANS 
PRET 2 rE giii 2 
RTE Bt eh 
tang — cos ar tang < sin Ps 


qui donnent la demi-somme et la demi-différence des côtés a 
etb; puis on calculera G par une autre analogie 


À — a — 
ang SIL nec ER 
= r a+ 
à = 
co 3) sin — 7 


135. — Remarques. — Si lon ne demandait que l'angle C, 

on l’obtiendrait par la formule 

cos G = — cos À cos B + sin A sin B cos c,. 
ou 

cos C = cos B (— cos A + sin A tang B cos c). 

Si l’on pose 

i cot p = tang B cos c, 
cette formule devient 


oo Ga cos B sin (A — ọ) 


sin y 
Pour calculer par la même méthode les côtés & et b, on se 
servirait des formules 
cota sinc = cos ¢ cos B+ sin B cot A, 
cot b sin c = cos c cos À + sin À cot B. 


qui lient chacun des éléments inconnus aux données. La se- 
conde devient calculable par logarithmes au moyen de l'angle 
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auxiliaire #, et lon a 
PERTIS cote cos (A — +) 
; COS ọ 
Si l’on pose 
cot 4 = tang A cos c, 
on déduit de la première 
cot c cos (B — +) 
cos ÿ - 

On peut interpréter, comme précédemment, cette seconde 
méthode de résolution du triangle par une décomposition en 
deux triangles rectangles. Soit, en effet, AD (fig. 50) l'arc per- 
pendiculaire à BG; dans le triangle BAD on a 

cot BAD = cos c tang B, 
langle auxiliaire y est donc égal à BAD ; puis, 
cos B COS ọ 


cos AD——-—, tang AD = . 
. Sing cot c 


Le triangle DAC donne ensuite 


cota 


cos B sin (A — +) 
sin ọ 
cos (A — +) _ cote cos (A — +) 
tang AD ` COS p : 
On obtiendrait æ, en menant du point B un arc perpendicu- 
laire à AC. 


cos C — cos AD sin CAD — 


, 


COU SS 


136. — Cinquième cas. — Données : q, b, A. 
On détermine B par la formule 
sin b sin A 
sin & 

Pour que le triangle soit possible, il faut d’abord que 
l'on trouve pour log sin B une quantité négative ; si cette con- 
dition est remplie, la formule donne pour B deux angles 
supplémentaires. On sait que, dans un triangle sphérique, de 
deux côtés, le plus grand est opposé au plus grand angle ; il 
faut donc que les deux différences æ —b et A-—B aient le 
même signe. Si aucune des valeurs de B, comparée à A, ne 
satisfait à cette condition, il est évident qu'il n'existe pas de 


Sin Di= 
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triangle admettant les éléments donnés. Si une seule des va- 
leurs de B satisfait à la condition énoncée, on la conservera et 
on rejettera l’autre. Si les deux valeurs de B satisfont à la con- 
dition, on les conservera toutes les deux. Nous démontrerons 
que toute valeur de B satisfaisant à la condition dont il s’agit 
donne une solution de la question. 

Quand on connaît B, on calcule C par l’une ‘dés dues de 
Néper, 

sin atb tang AB 
cot Ki => Le da ©. | 7: 
e | sin BE 
2 l 

Puisque la valeur de B que l'on considère est telle que les 
deux différences a — b et A — B ont même signe, cette formule 


G : ? 
donnera pour zun angle aigu et, par conséquent, pour C une 


valeur convenable. | 

On calcule de même c par l'analogie de Néper 
A+B wiy a — b 
tang — = ET orne ad D n ; 

R sin AB 
2 

Il est aisé de reconnaître que les éléments C et c ainsi cal- 
culés, joints aux éléments donnés 4, b, A et à langle B quel’on 
considère, constituent bien un triangle. En effet, avec l'angle G 
et les deux côtés æ et b qui le comprennent on peut toujours 
former un triangle. Appelons c,, A, et B, les trois autres élé- 
ments de ce triangle. Dans ce triangle on a 


sin 


`~ a+ A, — 
: sin arb tang AB 
C -2 2 r 
NA HT . a—b ; 
sin —— 
2 
on a d’ailleurs, en vertu du calcul même de C, 
. a@-4b A— B 
sın ang 2 
6 jai À > 9 
otg = my 
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donc 
A, GE B, == A € à B. 


Dans ce même triangle on a, d'autre part, 
sina ‘sin À, 


sinb  snB 
On a d’ailleurs, en vertu du calcul même de B, 
sina- sin À 
sim b  sinB 
Il en résulte 
sin À, sin À 
sin B, sin B'’ 
et par suite 
sin À, — sin B, sin À — sin B 
sin A, + sin B, sin A +sin B ’ 
ou 2 
A,— B A — B 
tng == tang —— 
8 9 d 9 
tang —— % un TIR S 
Les angles À, — B, et ý — B étant égaux, on en conclut 
B A + B 
tang À A = tang AEB, 


Les angles . compris entre 0 et z, ayant 


A+B A+B 
2 9 


même tangente, sont égaux. On a ainsi A, = À, B; =B. 
Dans le triangle on a encore 


s y n C AE Eint D aD L tang Re 
ange — 5 — ; 
sin BE A 


En comparant cette formule avec celle qui a servi à détermi- 
ner €, on voit que & = €. 

Ainsi, immédiatement après le gt de B, on sait le 
nombre des solutions. Lorsqu'il y a deux solutions, on calcule 
successivement les deux valeurs de C et les deux valeurs de € 
qui correspondent aux deux valeurs de B, et on obtient ainsi 
les éléments des ‘deux triangles. 
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Remarques. — On pourrait déterminer directement les élé- 
ments c et C par les formules 


cos & = cos b cos c + sin b sin ¢ cos A, 
cota sin b = cos b cos C + sin C cot A. 


Si l'on pose 
tango = tangb cos A,  cotÿ = cos b tang A, 
on à 
o 
cos (c —Ÿ) = , cos (C — +) = cos + tang b cota. 


Comme on peut construire un triangle en prenant à volonté 
5 deux côtés et langle compris, chacune des 

valeurs de c ou de C donnée par ces formules 

est admissible. Si l’on abaisse du point G 
| larc CD perpendiculaire sur AB, l'angle 
oi auxiliaire ọ est égal à AD et l'angle + à 
L 5 * Pangle ACD; il en résulte que les deux diffé- 

Fig. 51. rences c—# et CG —+% ont le même signe ; 
elles sont positives ou négatives, suivant que les angles A et B 
sont ou ne sont pas de même espèce. 


437. — Sixième cas. — Données : À, B, a. 
On détermine b par la formule 


us Le sin & sin B 
simsiz, 

qui donne pour b deux valeurs supplémentaires. On conserve 
seulement celles qui rendent les deux différences a«—b et A—B 
de même signe, et on voit ainsi combien la question admet de 
solutions. $ 

On calcule ensuite c et G par les analogies de Néper employées 
dans le cas précédent. 


Remarques. — On déterminerait directement les inconnues 
C, c par les formuies 
cos À = — cos B cos C + sin B sin C cos a, 


| cot a sin c = cos ¢ cos B + sin B cot A. 
Si l’on pose 
cot a 


cos B ? 
10 


cot — cos a tang B,  coty = 
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il vient 
í cos À sin : f 
sin /C — +) = HÉSE , Sin(c—#) = sin ọ cot A tang B, 


En abaissant l'arc CD perpendiculaire sur AB (fig. 51), on 
voit que l'angle + est égal à l'arc BD et l'angle + à l'angle BCD. 

Les valeurs absolues des différences c —», C — y repré- 
sentent un côté et l'angle opposé du triangle rectangle CBD ; 
donc ces différences sont de même espèce. 

Lorsqu'on prend c — » aigu, les deux côtés CA, CD du tri- 
angle CAD doivent être de même espèce, et comme CD est de 
même espèce que B, il en résulte que b et B sont à la fois aigus 
ou obtus ; c’est le contraire qui a lieu lorsqu'on suppose € — # 
obtus. 

438. — Lorsqu'on applique la méthode des angles auxi- 
liaires, et qu’un angle est déterminé par un cosinus, une tan- 
gente ou une cotangente ayant une valeur négative, on opère 
comme il a été indiqué pour les triangles rectangles (n° 128), 
c'est-à-dire que l’on calcule le supplément de langle con- 


sidéré. 
EXPRESSION DES COTÉS EN MÈTRES. 


439. — Dans toutes les formules précédentes, les côtés a, b, c 
n’entrent que par leurs lignes trigonométriques ; on peut donc 
les appliquer toutes les fois que les côtés sont évalués en degrés, 
minutes et secondes, quelle que soit la grandeur du rayon de 
la sphère par rapport à l'unité linéaire. Supposons que ce 
rayon rapporté à une certaine unité, au mètre, par exemple, 
ait pour mesure R; lorsqu'on connaîtra le nombre des 
secondes æ contenues dans un côté, il sera facile de trouver le 
nombre de mètres æ, correspondant. Si l'on désigne par w la 
longueur de l'arc d’une seconde dans un cercle dont le rayon 
est pris pour unité, larc d'une seconde dans le grand cercle 
de la sphère aura pour mesure Ro, on aura donc 


a, = aRo. 
Les sept premières décimales de log sin w ou de log sin 1” 
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étant les mêmes que celles de log w, on peut, dans les calculs 
logarithmiques, remplacer cette formule par la suivante 
a, = aR sin {”. 
On en tire, inversement, quand la longueur a, est connue, 
jpasodatn sol À us. 
R sin 1% 


EXPRESSION DE LA SURFACE EN MÈTRES CARRÉS. 


440. — La surface de la sphère de rayon R a pour expression 
4rR?; celle du triangle tri-rectangle, qui est la huitième partie 


2 
; si donc on désigne par T 


de la sphère, a pour valeur 


l'aire d’un triangle dont l'excès sphérique est 2S, on aura 


nR? 2S 
ae aer A 
L'excès sphérique 2S et langle droit D étant évalués en 
secondes, le quotient = est égal au nombre w que nous 


remplaçons par sin 4” ; il en résulte 
T = 2R'S sin 1”. 

Dans les applications géodésiques, en considérant la terre 
comme une sphère dont un grand cercle a pour circonférence 
40000000 de mètres, on aura la longueur Ro de l’arc d’une 
seconde par la formule 
wa 20000000 __ 10000 

n T Dub 


d'où 
10000 
nn desde: ln 


ask EDY | 
324 } 


7. sin” 


[| 
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- DES FORMULES DE LA TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE DÉDUIRE CELLES DE LA 
TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE. 


441 — Imaginons un triangle sphérique tracé sur une sphère d’un 
très-grand rayon, et prenons pour unité de longueur une ligne quel- 
conque ; soient &4, b1, ©, R les nombres qui représentent les côtés et 
le rayon mesurés avec cette unité, on aura 


RL 
qe di: CA ro 


Si l’on fait croître R indéfiniment, tandis que les côtés a1, b,, c, con- 
servent des longueurs finies, le triangle sphérique a pour limite un 
triangle rectiligne. Les arcs a, b, c tendent vers zéro, et les produits 
R sina, R sin b, R sinc, vers &, b1, C4; on a en effet, R sin a 


sin a` sin & sin & 
=a is ANSE l; donc lim (R sin a) 


Ra 


= @ ; On trouverait de même lim (r sin 54 . Cela posé, les 


relations . 
sina _ sinb _ sinc $ Rsina _ Rsinb _ Rsinc 
sin À sinB siat”? sin À :  sinB ::sinC ”? 


quand R augmente indéfiniment, deviennent 
a; 2 b; Ci 


sin À sinB  sinC : 


‘La formule cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A, quand on y 
} a ag 
remplace cos a par 1 — ? sin? —- et de même cos b et cos c, s'écrit 


2 
sin? S= sin? à sin? — ? sin? # sin? — 5 sin b sin ¢ cos À, 
ou 
G sin s= (Rsin +) + (Rsin +) - - a lip, z) he +) 
— +R sin b) (R sin c) cos A 
Quand R augmente indéfiniment, elle se réduit à 
PS T Lucas 


ou i 
a,? = b,? + 61? — 2b,c, cos A. 
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Applications, 


Réduire un angle à l'horizon. 


442.— On connait l'angle AOB de deux droites OA, OB, ainsi que 
l'angle que fait chacune d'elles avec la verticale 
OZ, et l’on demande l’angle A/OB/ formé par les 
projections des droites OA et OB sur un plan 
PA horizontal (fig. 52). 
Les droites OA, OB, OZ forment un trièdre dont 
/ _z7 les trois faces sont connues. L’angle inconnu 
LS | |  A/OB/ mesure l'angle dièdre opposé à la face 
0  ; AOB; on obtient au moyen de l’une des for- 
~~ mules qui correspondent au premier cas des 
Fig, 52. triangles quelconques (ne 129). 


Remarque. — Lorsqu'on se sert du théodolite, l'instrument donne 
directement langle dièdre OZ; on peut mesurer également chacun 
des angles ZOA, ZOB ; on en déduirait par le calcul langle AOB, au 
moyen des formules du troisième cas des triangles quelconques. Si 
l’on ne demande que l'angle AOB, on devra employer la seconde mé- 
thode (ne 132). 


Trouver la distance de deux points A, B placis à la surface de la 
terre, connaissant leurs longitudes et leurs latitudes. 

443.— Soit P le pôle boréal (fig. 53); joignons les points P, A, Bpar 

i des arcs de grands cercles, et cherchons d’a- 

A (7 bord le côté AB en degrés, minuteset secondes. 


HE 


Les longitudes étant comptées de 0 à 360° 

l'angle P est égal à la différence entre les lon- 

E eœ gitudes ¿et !’ des deux points, si cette diffé- 

rence est inférieure à 180°, ou à l’excès de 

3600 sur la différence, si elle surpasse 180°. Les 

côtés PA, PB, évalués en degrés, sont 90, 

90° À, suivant que les latitudes à et X sont 

Fig. 53. boréales ou australes: 

Il faudra appliquer les formules du troisième cas, deuxième mé- 

thode (n° 132). i 
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Connaissant le côté AB en degrés, on détermine sa longueur en 
mètres par la formule du n° 139. 

On connaît les longitudes et les latitudes de trois points A, B, C 

placés à la surface de la terre et on demande l'aire du triangle ABC. 

244.—En formant comme précédemment les triangles PAB, PAC, 

p PBC (fig. 54), dans chacun desquels on connait 


T deux côtés et l’angle compris, les formules du 
ra troisième cas, première méthode, donneront 


y PAB PBA 2 PAC + PCA 


2 2 
PBC + PCB 
z ==. 
2 
Fig.54 Pour fixer les idées, supposons que le point C 
soit compris dans le fuseau APB, la quantité 


b+s-e-:) 


est positive ou négative, suivant que le point Cest extérieur ou inté- 
rieur au triangle APB; d’ailleurs sa valeur absolue est égale à la 
moitié de l’excès sphérique du triangle ABC. Dès que l’on connaît 
l'excès sphérique, la formule du n° 140 donne la surface en mètres 
carrés. 

Volume d'un parallélipipède en fonction de trois arêtes contiguës 
et des angles qu’elles font entre elles. 

145. — Soient OA, OB, OC trois arêtes contiguës d’un parallélipi- 
pède ; appelons f, g, h leurs longueurs, A, B, C les angles dièdres du 
trièdre qui a son sommet en O, a, b, c les faces opposées, et V le vo- 
lume demandé. Du point © abaissons la perpendiculaire CI sur la 
face AOB, et joignons le point O au point I. L'aire du parallélo- 
gramme, dont les côtés sont fet g, est 

fg sin AOB = fg sin c ; 
la perpendiculaire CI a pour expression 
CI = h sin GOE, 
mais, dans le trièdre rectangle OCAI, on a 
sin COI = sin COA sin A = sin b sin À, 
d’où 


V= fgh sin b sin c sin A = 2/gh sin b sin c sin S cos 5 ; 


a Pa." A à 
Si l’on remplace sin FE CBS par leurs valeurs en fonctions de 
a, b,c, (no 111), il vient 
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V = 2/fgh y sin p sin (p—a) sin (p—b) sin (p—c). 


Le volume de tétraèdre qui aurait pour arêtes contiguës f, 
le sixième du volume précédent. 


g, h est 


APPLICATIONS NUMÉRIQUES. 
246.—Premier exemple.—Données a=—65°2432",6, b—75°23/08",4, 


c = 56°15/24/,8. 


On détermine les inconnues A, B, C, par les formules 


tang La 
z= 


a= 65°2432”,6 
b= 75°23/08/,4 


c— 56°15/24/,8 PT c — 42°16/08/,1 
= 98°31/32/,9 | log sin p 


2p—19703/05/,8 | 


Calcul de A. 


log sin (p—b) — 1,5943720 
log sin (p—c) = 1,8277641 


— log sin p = 0,0048260 

— log sin (p—a) = 0,2625315 

1,6894936 

log tang $ — 1,8447468 
j= 34°58 12” 92 


Calcul de B 


log sin (p— c) — 1,8277641 
log sin (p—a) = 1,7374685 


— log sin p = 0,0048260 
— log sin (p—b) = 0,4056280 
* 19876866 
ii tang FE = T,9878433 

= 44911/53/,52 


sin (p—b) sin (p—c) 

sin p sin (p—a) 
p — a = 33°07 0”,3 | log sin (p—a) = 
p — b = 230824",5 | log sin (p— b) = aoi ven 


e] tang — =... 


1,8277641 
— 1,9951740 


log sin (p—c) = 


Calcul de C. 


log sin (p—a) = 1.7374685 
log sin (p—b) = 1,5943720 


— log sin p = 0,0048260 
— log sin {p—c) = 0,1722359 
| 1,5089024 
log tang + E T7544512 

G 


— = 29°56/08",65 
Ur | 


A — 69°56/25”,84 
B= 88°23/47/,04 
CE S"IPT7" 30 
A + B+C = 217°3230/,18 
d’où Pexcès sphérique 
2 S = 3722/30",18 
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Calcul direct de l’excès sphérique. 


tang > = V tang E tang 


log tang £ = 0,0648613 | 


log tang Li — 1,4732272 
log tang m = 7,3111734 
log tang I — 1,5872158 


—a p—b 


p-c 


tang 7 


tang 


2 % 


log tang EA = 1,2182404 


A — 9°23/07/,54 


25 = 37°32/30”,16 


La différence avec la pre- 
mière valeur est 0/,02. 


2,4364807 
147.—Deuxième exemple.—Calculer la distance de Paris à Moscou. 
Données : 
Paris, longitude 0° .  , latitude 48°50/02/, complément 41°09/48/; 
Moscou 39°17/30”, 90°45/13”, 34°14/477. 
Formules : 


tang ọ = tang b cos C, 
b = 3404147", 


Calcul de +. 


log tang b == 1,8330090 
log cos C = 1,9118081 
log tang ọ = 1,7448171 


9 = 29°03'34” 61 
a — p = 12°06'13”,36 


cos € = 


a = 41°09/45”, 


cos b cos (a—#) 
COS ọ 
CG = 351730". 


Calcul de c. 
log cosb = 1,9173087 
log cos (a—ọ) = 1,9902366 
— log cos ọ = 0,0584315 
log cos ce = 1,9659768 


c = 2223437 = 80584/37 


Calcul de c en mètres. 


80584,37 X -10000 
Formule : 0 TSE +: qu 


log 80584,37 = 4,9062508 


log 10000 = 4 


log 234 — 3,4894550 
log c = 6,3956995 
c — 2487131 mètres = 2487 kilom, 
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Questions à résoudre. 


1 — Étant donné un triangle sphérique rectangle ayant les éléments 
a, c, B, démontrer qu’un second triangle rectangle admet les éléments 
a == —0c, c! = g Bess. 

A 


= 2 


2 — Si on applle /,, lẹ» lẹ, les médianes d’un triangle sphérique, on a 


cos c+cos a cos a-cos b 
2 COS RENE cos, = —"——— | 
c 
cos — cos— cos — 
2 2 2 


3 — Si on appelle d,, d, d,, les bissectrices des angles d’un triangle 
sphérique, on a 


cos b— cos c 
CORE, — 208b cose: 


`y 


airs té A nié B FR C 
sin b sinc cos + sin csin acos + sinasinbcos 3 
sin (b+c) ? du a er sin(c+a) ? rar sin (a+b) ` 


4 — On donne un petit cercle sur la sphère et un point P sur la sphère, 
par le point P on mène un grand cercle quelconque coupant le petit 


ang d, = 


cercle en A et B; démontrer que le produit naa = Sang est 


2 2 


constant. 
5 — Si l’on appelle 2S l’excès sphérique d’un triangle, on a 


deg si ee ns 
A ER 
» cos È COS — COS kA 
v 2 2 
a b —C 
2 COS? — + COS? — — 
nE 1+cosa+cos b+-cos c js 2 terg gT g) l 
b CU a b c i 
4cos & Fi EA ae m3 
g COS g COS g 2 cos a COS -z= COS -5 
a b c a b gi 
AU EE Lio hi oh PA 
_ 1—cos g — COS? y COS? -5 4? cos g COS -y COS 
tang -y = à à 


Dans ces formules, p désigne le demi-périmètre et A la quantité 
V sin p sin (p—a) sin (p—b) sin (p—c). 
6 — Quand le triangle est rectangle, on a 
c 


ro 
tang S = tang F tang 7- 
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7 — Si on appelle «, 6, y les arcs qui joignent deux à deux les mi- 
lieux des côtés d’un triangle sphérique, on a 


COS & cosp COS 7 1 + cos a + cosb + cos © 
a b 
cos— COS — cos — 4 COS — cos — COS — 
2 2 z 2 2 2 
8 — Si l'on prolonge l’arc « jusqu’à sa rencontre en D avec le côté a 
et que l’on porte à partir du point D sur l’arc æ une longueur DE 


égale à «, sur le côté a une longueur DF égale à le triangle DEF 


D 3 
est rectangle en F, et l’arc EF est égal au demi-excès sphérique S. 

9 — Soient A, B, C et A’, B’, C' les sommets de deux triangles po- 
laires tracés sur une sphère-qui a son centre en O, et dont le rayon est 
pris pour unité, }, p, v les angles AOA’, BOB’, COC’, enfin v et V les 
volumes des parallélipipèdes qui auraient pour arêtes contiguës, le 
premier OA, OB, OC et le second OA, OB’, O6; on à 


v = sin a cos à = sin b cos p = Sin € COS v, 
V= gin A cos A = sin B cos p= sin G cos v, 
v sin a sin b sin € 


FT mans rm nr a 


V _sinA sin B sin G ? | 
COS À COS p COS v = sin & sin b.sin ¢ sin À sin B sin Q, 
VV = cos À COS p COS v, 


v? ; aea E : à e 
Li Hier sin asinbsinc, —== sin À sin B sin G. 
v 


10 — Étant donnés le nombre et la grandeur des faces d’un angle 
solide régulier, calculer son angle dièdre, Pangle du cône inscrit et 
celui du cône circonscrit. Application aux polyèdres réguliers. 


11 — Lorsqu'un rayon lumineux traverse un prisme obliquement 
à sa section principale, le rayon incident et le rayon émergent font le 
même angle avec cette section principale. 

12 — Résoudre un triangle sphérique rectangle, connaissant l’hy- 
poténuse et le rayon du cercle inscrit. 

13 — Résoudre un triangle sphérique connaissant : 

1° La base, la hauteur et l'angle au sommet ; 

2° La base, la hauteur et la somme ou la différence des deux autres 
côtés ; 

3° La base, langle au sommet et la somme ou la différence des 
deux autres côtés. 
` 14 — Calculer les distances du pôle du cercle inscrit dans un 
triangle à ses trois sommets, et les distances du pôle du cercle cir- 
conscrit aux trois côtés. 
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15 — Résoudre un triangle sphérique, connaissant la base, un des 
angles adjacents, et la somme ou la différence des deux autres côlés. 


16 — Lorsque les éléments d’un triangle sphérique satisfont aux 
relations 
sin A __sinB __sinC 
siaa sinb sinc 


deux des côtés sont respectivement égaux aux angles opposés, tandis 
que le troisième côté est le supplément de l'angle opposé. 


17 — Résoudre un triangle sphérique, connaissant les sommes ob- i 
tenues en ajoutant à chaque côté l'angle opposé. 


18 — Sur la surface d’une sphère de rayon R, on trace un petit 
cercle de rayon r, on divise la circonférence de ce petit cercle en trois 
parties proportionnelles aux nombres 1, 2, 3, et l’on joint les points 
de division À, B, G par des arcs de grand cercle. 

Cela posé, on demande de calculer les côtés du triangle sphérique 
ABC en mètres, la surface en mètres carrés, et les angles en degrés, 
minutes, secondes. 

On prendra 


“R = 6366 198 mètres, 
r = R cos (48°50/13/). 


(Composition pour le PERTE d'admission à l’École "n technique 
en 1856.) 


19 — Les arcs de grand cercle menés d’un même point aux som- 
mets d’un triangle sphérique déterminent sur les côtés six segments ; 
démontrer que le produit des sinus de trois segments qui n’ont pas 
d'extrémité commune est égal au produit des sinus des trois autres 
segments. Réciproque. 


20 — Un grand cercle quelconque détermine sur les côtés d’un 
triangle six segments ; démontrer que le produit des sinus de trois 
segments qui n’ont pas d'extrémité commune est égal et de signe con- 
traire au produit des sinus des trois autres. Réciproque. 


21 — Les arcs menés des sommets d’un triangle au milieu des 
côtés opposés se coupent au même point. 

Les arcs qui divisent les angles en deux parties égales se coupent 
au même point. 

Les arcs menés des sommets perpendiçulairement sur les côtés op- 
posés se coupent au même point. 

Les arcs menés par les sommets de façon qu’ils partagent Paire du 
triangle en deux parties égales se coupent au même point. 
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22 — Étant donné un petit cercle dont le pôle est C et un point P, 
par le point P on mène un grand cercle quelconque rencontrant le 


ACP BCP 


petit cercle en A et B, démontrer que le produit tang 9 tang 7 


est constant. 
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LIVRE IV 


COMPLÉMENT DE LA THÉORIE DES FONCTIONS 
CIRCULAIRES. 


CHAPITRE I 


Multiplication et division. 


FORMULE DE MOIVRE. 


#48.—Afin de simplifier l’écriture, nous représenterons par la lettre à 
le symbole Y — 1 et par a+ bi une quantité imaginaire quel- 
conque, a et b étant deux quantités réelles, positives ou négatives. 

Soit r un nombre positif, ~ un angle; on peut toujours poser 

a=ftcosa), D=rasite;: 
d’où 
pis ya+b? 11 (COS «a, Sin æ AN 
| r r 


De cette manière, la quantité imaginaire se met sous la forme 
r(cos x + à sin x). 

Lè nombre r s'appelle le module, l'angle œ l'argument de la quan- 
lité imaginaire. Le module est parfaitement déterminé; mais largu- 
ment a une infinité de valeurs ; comme cet argument est donné par 
son sinus et son cosinus, c’est l’un quelconque des arcs qui aboutissent 
en un même point de la circonférence. Pour que deux quantités ima - 
ginaires soient égales, il est nécessaire et il suffit que leurs modules 


soient égaux et que leurs arguments soient égaux ou diffèrent d’un 
multiple de 2r. 


Les quantités réelles sont comprises sous cette forme générale des 
quantités imaginaires ; car 
r (cos 0 + à sin 0) = r, 
r (cos r +isinr) = — r. 
Ainsi une quantité réelle positive peut être considérée comme une 
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quantité imaginaire dont l’argument est 0, une quantité négative: 


comme une quantité imaginaire dont l’argument est r. 
Lorsqu'on donne une quantité imaginaire a + bi, et que l’on veut 
trouver son module et son argument, on calcule d’abord l'argument 


par la formule tang & = + , puis le module par la formule r — a 
x 


ou-r = cales : prendra pour 4 un arc compris entre 0 et x, ou 
cos « : 


entre x et 2x, suivant que b est positif ou négatif. 


249. — Si l’on fait le produit des expressions cosaisina, 


cos b +isin b, d’après les règles du calcul des an imaginaires, 
on trouve 


(cos a + à sin a) (cos b + à sin b) f 
= (cos a cos b — sin a sin b) + à (sin a cos b + cos a sin b), 
ou 
(cos a + à sin a) (cos b + isin b) = cos (a+b) + 2 sin (a+ b). 
Si Pon multiplie ces deux quantités égales par le facteur cos c-++isin c, 
on a de même 
(cos a + i-:sin a) (cos b+ à sin b) (cos c + sin à sin c) 
= cos (a + b + c) + isin (a + b + o). 
On a en général 
(1) (cos ai sin a) (cos b-i sin b) . . . (cos h-i sin h) 
= cos (a+b+ . .. +h) + i sin (a+b+ . .. +h). 
Supposons maintenant que lon effectue le produit sans faire au- 
cune réduction, la partie réelle donnera cos (a+b .. . +h), le coef- 
ficient de à donnera sin (a+b—+...-+h), en fonction des sinus et des 
cosinus des arcs 4, b,...,h. On a 
(cos a +i as (cos b +i sin b) (cos c + isin e)... 
= COS a COS b cosc... (1 +i tang a) (1+ à tang b) (1 + à tang c)... 
Si l’on appelle Sı la somme des tangentes, Sa la somme des produits 
de ces tangentes deux à deux, etc., il vient 


(1 + itang a) (+i tang b) (1 + à tang c)... 
= 1+ S: i — S: — Ss i + S, + S, i —... 
= (1 — So + S — .. .) + i (Si — Ss + Ss. — .. .). 


On en déduit 


(2) cos (a+b+c+...)= cos a cos bicos c. .. (1 —Sa4Si— ...); 
(31 sin (a+b+c+...)=— cos a cos b cos c .. . (Si—SsSs+ . . 1. 
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En divisant membre à membre, on en conclut 


` __ Si—S3-S5. . . 
(4) tang (a +b + c+.. Sade ve: Rp ne 


Si dans la formule (1) on suppose que les m arcs a, b, c,..., de- ` 
viennent égaux entre eux, on obtient la formule 


(5) [(cos a + à sin a)]"— cos m a + i sin m a, 
connue sous le nom de formule de Moivre. 


450. — Soient r et 7 les modules, æ et «/ les arguments de deux 
quantités imaginaires, on à 


r (cos a -+ i sin «) X r’ (Cosæ/ -+ i sin «’) 
= rr'[cos (« + a’) + à sin (« + «’)]. 
Ainsi, le produit de plusieurs quantités imaginaires est une nou- 


velle quantité imaginaire qui a pour module le produi des modules, 
et pour argument la somme des arguments. 


On a aussi 
r(cosa+isina) r | 
z= — ! WF ME 
r (cose isine 1? [cos («x — «’) + à sin (x — «’)]; 


car, si Pon multiplie le second membre par le diviseur, on reproduit 
le dividende. Ainsi, le quotient de deux quantités imaginaires a 
pour module le quotient des modules et pour argument la différence 
des arguments. 

On a encore 


[r(cos « + à sin &)]"— r" (cos m æ + isin m a). 


Ainsi, la puissance m° d’une quantité imaginaire a pour module 
la puissance m° du module et pour argument le produit de argu- 
ment par m. 


459. — Proposons-nous maintenant d'extraire la raison me d’une 
quantité imaginaire r (cos « -+ à sin «); ils’agit de trouver une quantité 
imaginaire p{Cos © -+ à sin ©), qui, élevée à la puissance m, repro- 
duise la quantité donnée ; on doit donc avoir 

p” {cos m œw — à sin m o) =r (COS « -+ isin «). 


Pour que ces deux quantités imaginaires soient égales, il est néces- 
saire que leurs modules soient égaux, et que leurs arguments soient 
égaux ou diffèrent d'un multiple quelconque de ? x. On aura donc 


prr mont kt 
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d’où 


et les diverses valeurs de la racine cherchée seront données pour la 


formule 
(eos «LE Re Je fil mer = ), 


4 
dans laquelle r” est la racine arithmétique de r, et la lettre k désigne 
un nombre entier quelconque. positif ou négatif. 
Il est aisé de voir, d’après cette formule, que Pinconnue admet m 
valeurs distinctes. En effet, si l’on donne à k les m valeurs consécutives 


0, 1,2, 3... (M), 


[ma 


on obtient m valeurs qui ont même module r” et pour argument les 
arcs å 
œ a 97 a 2x 7 2x 
pd ner à PA es e these 

en progression arithmétique. Deux quelconques de ces arcs, ayant une 
différence moindre que ?r, ne peuvent avoir à la fois même sinus et 
même cosinus ; ainsi les m quantités qui leur correspondent sont dis- 
tinctes. Si l’on donnait à k les valeurs m,m+1,m+2,...,en négligeant 
un multiple de ?r, on retrouverait les arguments déjà obtenus, et les 
mêmes racines se reproduiraient dans le même ordre. Si l’on donnait 
à k les valeurs négatives —1, —2, — 3,..., on retrouverait encore les 
mêmes racines, mais dans un ordre inverse. Ainsi, la racine m° d’une 
quantité donnée admet m valeurs distinctes et n’en admet que m. 


MULTIPLICATION DES ARCS. 


152. — Nous avons indiqué dans le livre I (n° 35) une règle pour 
calculer de proche en proche les sinus et les cosinus des multiples 
successifs d’un arc a. La formule de Moivre donne immédiatement 
le sinus et le cosinus d’un multiple quelconque. En développant la 
formule du binome, on a, en effet 


(cos ai sin a)”"—cos” a+ K i cos” “asin a— PPT cos" "a sin? 
_mim=tim=à i cos"? a sin? a +... 
1:243r 
= | cos" a Smm 11 CO AN En. f 
H T cos" 'asina— mam A ae te | 
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Mais on sait que 
(cos a isin a)” = cos m a + i sin ma ; 
on en conclut 


(6) cos m a = cos” a — TL ps a sin? a +. 


m ESS -{\(m— 

(D) sin m a= — cos"! a sin a— naine. 
1 ESAE 

En divisantsin ma par cos ma, et divisant ensuite les deux termes 


de la fraction par cos” a, on en déduit 


cos” a sins a +... 


mm 1) (m2) 
QE AE CRE 


m(m—1)(m—2)(m 3) La Le 
ga —.. 


+. tang a — tangs a +. 


{8) lang ma = 


m(m— 1) 
lire Ohr ng Sy ag 

La formule (6) ne contenant que des puissances paires de sin a, si 
l’on remplace sin? a par 1 — cos? a, on voit que cos ma sera exprimé 
par un polynome entier du degré m en cos a, et que, de plus, ce po- 
lynome ne contiendra que des puissances paires, si m est pair, et des 
puissances impaires, si m est impair. 

Quant à la formule (7), il faut distinguer deux cas. Lorsque m est 
un nombre impair, la formule ne renferme que des puissances paires 
de cos a; si l’on remplace cos? a par 1 — sin? a, on remarque que 
sin ma seraexprimé par un polynome entier du degré m et ne renfer- 
mant que des puissances impaires de sin a. Lorsque m est pair, la 
formule ne renferme que des puissances impaires de cos a, on mettra 
cos a en facteur ; la quantité placée entre parenthèses sera un polynome 
entier du degré m — 1 et ne renfermant que des puissances impaires 
de sin a. 


DIVISION DES ARCS. 


C’est la question inverse de la précédente : Étañt données les fonc- 
tions circulaires d'un arc, trouver celles d'un arc sous-multiple du 
premier. Nous nous sommes déjà occupés du cas le plus simple, celui 
où l'on divise l'arc en deux parties égales (n° 37). Nous traiterons 
maintenant la question d’une manière générale, et d’abord nous sup- 
poserons que l'on divise l'arc en trois parties égales. 


153. — Étant donné le cosinus d'un arc, trouver le cosinus du 
tiers de cet arc. De la relation (6) on déduit, en faisant m = 3, 


cos 3a = Cost a — 3 cos a sin? a = ru a — 3 cosa; 
11 
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a 
en remplaçant a par 3: on à 


a a 
sale EU 3 COS —- à 


5 niv | 3 a 
Si, pour simplifier, on représente par æ l’inconnue cos 37 et par b 


la quantité donnée cos a, on obtient Péquation du troisième degré. 
(9) g — — r ——— l. 


Ondémontreaisément que cette équation a sestrois racines réelles. En 
effet, au cosinus donné correspondent deux séries d’arcs terminés en 
Meten M’ (fig.55) ; prenons larc AN égal au tiers de l'arc AM. Puisque 
Parc AM peut être augmenté ou diminué de une, deux, trois,..., cir- 
conférences, il faut augmenter ou diminuer larc AN de un, deux, 
trois, .. , arcs égaux au tiers de la circonfé- 
rence, ce qui donne trois séries d’arcs aboutis- 
sant aux sommets d’un triangle équilatéral in- 
scrit NNiN2. Prenons de même le tiers — AN’ 
de larc — AM’, et, à partir du point N’, portons 
à la suite les uns des autres des arcs égaux au 
tiers de la circonférence, nous obtiendrons trois 
nouvelles séries d’arcs aboutissant aux sommets 

Fig. 55. d’un second triangle équilatéral N/N’,N:. Les 
deux points N et N’ sont symétriques par rapport au diamètre AA’, et 
il en est de même des points N, et N'1, Na et N’2. Il en résulte que 
les ares terminés aux sommets du second triangle ont mêmes cosinus 
que les arcs terminés aux sommets du premier triangle En général, 
les arcs terminés aux sommets de ce triangle admettent trois cosinus 
différents ; ainsi l’équation a ses trois racines réelles et différentes ; 
ces trois racines sont comprises entre — 1'et + 1. 

Pour que deux racines de l’équation soient égales, il est nécessaire et 
il suffitque deux sommets du premier triangle soient symétriques par 
rapport au diamètre AA’ ; mais alors l’autre sommet coïncidera avec 


lepoint A ou avec le point A’, ce qui indique que l’un des arcs f 


3 
est 0 ou ~ ; la valeur correspondante de larc a sera 0 ou 3x, et par 
conséquent le cosinus donné sera égal à + 1 ou à — 1. L'équation 
admet, dans le premier cas, la racine simple + 1 et la racine double 


zs + ; dans le second cas, la racine simple —1 et la racine double -+ 5. 


Il est facile de vérifier ces résultats sur l'équation. 
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454 — Étant donné le sinus d’un arc, trouver le sinus du tiers 
de cet «rc. De la relation (7) on déduit, en faisant m = 3, F 


sin 3 a= 3 cos? a sin a — sin? a — 3 sin a — 4 sin? a, 


a 
et, en remplaçant a par g > 


7 S à D "SE 
sin a = 3 sin — — #sins ——. 


Si l’on représente par x l’inconnue sin > et par ò la quantité donnée 


sin a, on obtient l'équation du troisième degré 


3 b 
(10) D S ETES 0. 


On démontre aisément que cette équation a ses trois racines réelles. 
En effet, au sinus donné correspondent deux séries d’ares aboutissant 
à deux points M et M’ (fig. 56) situés sur une parallè'e au diamètre AA”; 
« désignant l’un d'eux, tous ces arcs sont compris 
dans les deux formules lkr + «, Èk + 1)r — «. 
Si l’on prend le tiers des arcs terminés en M, on : 
a trois séries d’arcs qui aboutissent aux sommets 
d’un triangle équilatéral NNiN2, et qui sont re- 


2k 
présentés par la formule 5 +5. Si l’on 


Fig. 56. prend le tiers des arcs terminés en M’, on a trois 


nouvelles séries d’arcs qui aboutissent aux sommets du triangle équila- 
2k+ Ur « 
téral N'N',N°, et qui sont représentés par la formule iula S 


La somme d’un arc des premières séries et d’un arc des secondes sé- 


RH HA] 
3 


faisant à la relation k + k! = 3h + 1, dans laquelle * est un nombre 
entier, cette somme deviendra (2h + 1)r ; mais on sait (n° 12) que, 
lorsque la somme de deux arcs est un multiple impair de 7, ces arcs 
ont même sinus, et, par conséquent, leurs extrémités sont situées 
sur une parallèle au diamètre AA’. Ainsi les deux triangles ont leurs 
sommets situés respectivement sur des parallèles au diamètre AA’; 
les arcs terminés aux sommets du second triangle ayant mêmes sinus 
que les arcs terminés aux sommets du premier, on peut se borner à 
considérer le premier triangle. En général, les ares terminés aux 
sommets de ce triangle admettent trois sinus différents, et Péquation 
a ses trois racines réelles et différentes ; ces racines sont comprises 
entre — 1 et + 1. 

Pour que deux racines de léquation soient égales, il faut que 


ries est . Si Pon attribue à k et à X des valeurs satis- 
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deux sommets du triangle soient situés sur une parallèle au dia- 
mètre AA’, etalors l’autre sommet coïncidera avec le point B ou le 


point B’, ce qui indique que l’un des arcs 5 est + ou — F ; la 


3 3r 
valeur correspondante de larc a sera + a finie cm et par. con- 
séquent le sinus donné sera égal à —1 ou à +1. L'équation admet, dans 


le premier cas, la racine simple + 1 et la racine double — o , dans 
SL 1 
le second cas la racine simple — 1 et la racine double + y 


; t55.— Étant donnée la tangente d'un arc, trouver la tangente du 
tiers de cet arc. De la relation (8) on déduit 


3 tang a — tangÿa 


dont ue N 
è a . 
et, en remplaçant a par 3 
3t 2 tang? : 
0 — — OS — 
ang ang? -> 


1—3 tang? -5 


j A ja 
Si lon représente par æ linconnue tang -- et par b la quantité 

donnée tang a, on obtient l'équation du troisième degré 
(11) 2% — 3bx? — 3x + b = 0. 


Cette équation a ses trois racines réelles. En effet, à la tangente 
donnée correspondent les arcs compris dans la formule kr + «, ct 
aboutissant à deux points diamétralement opposés. Si l’on prend le 


; a L 
tiers de ces arcs, on a d’abord Parc 35 à larc « on ajoute r autant 


de fois que l’on veut ; à Parc à il faudra donc ajouter F , C'est à- 
dire la sixième partie de la circonférence, plusieurs fois successive- 
ment ; on obtiendra ainsi six séries d’arcs aboutissant aux sommets 
d’un hexagone régulier. Les arcs qui aboutissent à deux sommets 
diamétralement opposés ayant même tangente, on a trois tangentes 
différentes ; d’où l’on conclut que l’équation a ses trois racines réelles 
et différentes. Il est impossible que l'équation ait des racines égales, 
puisque trois sommets consécutifs de l'hexagone sont situés sur une 
même demi-circonférence. 
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METRE , a A 2 
£56. — Etant donné cos a, trouver CUS La relation (6), 


u | ; ! a 
dans laquelle on remplace a par ET donné, pour déterminer cos + 


une équation du degré m de la forme 


N O AET E EE A AE e 


Les arcs qui admettent le cosinus donné aboutissent à deux points 
M et M’, symétriques par rapport au diamètre AA’; si l’on prend la 
m° partie des arcs terminés en M, on obtient m séries d’arcs aboutis- 
sant aux sommets d’un polygone régulier de m côtés; si l’on prend 
Ja m° des arcs terminés en M’, on obtient m nouvelles séries d’arcs 
aboutissant aux sommets d’un second polygone régulier symétrique 
du premier par rapport au diamètre AA’. Les arcs terminés aux som- 
mets du second polygone ayant même cosinus que les arcs terminés 
aux sommets du premier, on obtient ainsi m valeurs différentes pour 


a à 3 S era 
COS ; et par conséquent l’équation a ses m racines réelles diffé- 


rentes et comprises entre — 1 et + 1. 

Pour que l'équation ait des racines égales, il est nécessaire et il suffit 
que deux des sommets du premier polygone soient symétriques par 
rapport au diamètre AA’, et alors tous les sommets, excepté ceux qui 
coïncident avec les points A ou A’, seront symétriques deux à deux 
par rapport au diamètre AA’. Si m est impair, l'un des sommets 


D. A | SOU 
coïncidera avec l’un des points A et A’; l’une des valeurs de 1 arc — 


sera 0 ou 7; la valeur correspondante de a sera elle-même 0 ou mr, 
et par conséquent le cosinus donné sera égal à + 1 ou à — 1. L’équa- 
tion admet la racine simple +1 ou — 1 ; les autres racines étant égales 
. deux à deux, si l’on divise le premier membre de l'équation par æ—1 
ou par x + 1, on obtiendra un quotient carré parfait, Quand m est 
pair, il y a deux cas à distinguer: 1° Le polygone peut avoir deux 
sommets sur le diamètre, l’un en A, l’autre en A’ ; l’une des valeurs de 


a FRE À 
ze étant égale à zéro, la valeur correspondante de a est aussi égale à 


zéro, et le cosinus donné est égal à + 1 ; l'équation admet les racines 
simples + 1 et — 1 ; ses autres racines étant égales deux à deux, si 
Pon divise le polynome par æ? — 1, le quotient sera un carré parfait. 
2 Si aucun des sommets du polygone n’est placé sur le diamètre AA’, 
la distance du point A au point voisin sera la moitié de l’un des arcs 


sous-tendus par les côtés du polygone, et par conséquent égale à = ; 


la valeur correspondante de a sera +, et le cosinus donné sera égal 
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à — 1. Dans ce cas, toutes les racines sont doubles et le polynome est 
un carré. 


157.-—-Étant donné sin a, trouver sin < . Il faut distinguer deux 


cas: quand m est un nombre impair, la formule (7) conduit à une 
équation entière du m° degré ne renfermant que des puissances im- 
paires de x. Au sinus donné correspondent tous les ares compris dans 
les deux formules kr + a, (2k/+1)r — z, et aboutissant à deux 
points M et M’ situés sur une parallèle au diamètre AA’. Si l’on prend 
la me partie des arcs terminés en M, on a m séries d’arcs représentés 


: 2kr + « j 
par la formule Aate et aboutissant aux sommets d’un polygone 
régulier de m côtés ; si Pon prend la me partie des ares terminés en 


M', on a m nouvelles séries d’arcs représentés par la formule 
RK +1) r—a 


et aboutissant aux sommets d’un second polygone ré- 
y 


gulier de m côtés. La somme d'un arc des premières séries et d’un arc 
[2 (k +4) + 1r 


des secondes séries est 
| m 


; si l’on attribue à k et à 4’ 


des valeurs satisfaisant à la relation k  # = mh + Er , dans 
laquelle À esi un entier, cette somme devient (2h+1)x, ce qui prouve 
que les sommets correspondants sont situés sur une parallèle au dia- 
mètre AA’. Les deux polygones, étant symétriques par rapport au dia- 
mètre BB’, donnent les mêmes sinus, et l’on voit que l'équation doit 
avoir m racines réelles, qui sont en général différentes. 

Pour que l'équation ait des racines égales, il faut que deux sommets 
du premier polygone soient symétriques par rapport au diamètre BF”, 
et alors tous les sommets sont symétriques deux à deux, à l'exception 
d’un sommet qui coïncide avec le point B ou le point B’. L'une des va- 


leurs de & étant + i ou — Ey , la valeur correspondante de a est 
m 


MT Mr 
M is à 
ou à — 1 suivant que le nombre impair m est de la forme 4m/+ 1 
ou de la forme 4m'— 1; dans le second cas, le sinus donné sera égal 
à — 1 ou à + I dans les mêmes circonstances. L’équation admettant 
la racine simple + 1 ou — 1, le premier membre sera divisible par 
æ — 1 ou par æ +1, et le quotient sera carré parfait. 

Lorsque m estpair, on peut dans le second membre de la formule (7) 
mettre sin q cos a en facteur commun et exprimer la parenthèse par 
un polinome entier pair en sin a du degré m — 2; on en déduit 


b= + e V1 — 2 (Aa — Aaah); 


; dans le premier cas, le sinus donné sera égal à + 1 
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en élevant au carré, on obtient une équation entière du degré 2m, 
ne contenant que des puissances paires de l’inconnue. Les deux 
polygones ne sont plus disposés symétriquement par rapport au dia- 
mètre BB’. En effet, pour que deux sommets fussent symétriques par 
[ktk H1] 
; m 

des arcs correspondants fût un multiple impair de r, ce qui est im- 
possible, puisque le nombre impair ?(k + k’) + 1 n’est pas divisible 
par le nombre pair m. Ainsi les deux polygones donnent 2m valeurs 


rapport au diamètre BB’, il faudrait que la somme 


+7 ART tx À 
distinctes pour sin at les valeurs qui correspondent aux sommets 


opposés d’un même polygone sont égales et de signes contraires. 

Pour que l’équation ait des racines égales, il faut, ou que deux 
sommets de Pun et l’autre polygone coinéident, ou que deux som- 
mets d’un même polygone soient symétriques par rapport au dia- 
mètre BB’. Dans le premier cas, les deux polygones coïncideront, et 
l’on aura pour des valeurs convenables de k et k’, 


Ukra QW + y — a 
mire. m 5 


d'où Qu = Ah! — kir +r, 
x 

— t . 

a= (ki — BET ; 


-le sinus donné sera égal à +1 ou à — 1. Lorsque le sinus donné est 
égal à + 1 ou à — 1, les deux points M et M’ se confondent en B ou 
en B’, il est clair que les deux polygones se confondent et que, chaque 
racine devenant double, le polynome est le carré d’un polynome en- 
tier pair du degré m. 

. Supposons maintenant que deux sommets du premier polygone 
soient symétriques par rapport au diamètre BB’, on aura 


eve, 6e Dec où pes 


d'où 


— (k+ Km; 


l'arc x étant un multiple de x, le sinus donné sera égal à zéro. De 
même, si deux sommets du second „polygone sont symétriques par 
rapport au diamètre BB’, on aura 


kti r—a | RE +i 


5 = = (2h + i)r, 
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d'où a (+ pie EURE, 
Parc æ étant un mulliple de 7, le sinus donné est encore égal à zéro. 
Lorsque le sinus donné est égal à zéro, on a a = kr, d’où £ La Le 


a ù art 
les valeurs de — aboutissent aux sommets d’un polygone régulier de 
m 


2m côtés, dont le premier sommet coïncide avec le point A; lenombre 
des côtés étant un multiple de 4, un sommet coïncide avec le point A, 
et deux autres avec les points B et B'; Péquation admet la racine 
= double zéro et les racines simples +1 et — 1; si l’on divise le pre- 
mier membre par x?(x? — 1), le quotient sera le carré d’un polynome 
entier pair ; ce quotient est ie polynone placé entre parenthèses. 


a 
158. — Etant donné tang a, trouver tang S La formule (8) con. 


duit à une équation du m° degré 


E mai Wa hiat ai aam —?) Ser 
Lee] (Res Jeo 


A la tangente donnée correspondent les arcs kr + ; si l’on prend la 
kr -+æ 
m 
Ces arcs sont terminés aux sommets d’un polygone régulier de 2m 
còtés ; mais, comme les sommets sont deux à deux diamétralement 


m° partie de ces arcs, on a les arcs compris dans la formule 


à a maie 
opposés,on n’a pour tang — que m valeurs distinctes. 
m . 


159. — Remarque. On peut toujours ramener la division des arcs 
à la division par des nombres premiers. Soit, par exemple, m = pq, 


a : 
et proposons-nous de trouver cos Sra connaissant cos a. Posons 
a a TRES Aoi 
y = CoS —, %—=COS—— — cos — ; l'inconnue auxiliaire y sera 

p CR m 
donnée par une équation du degré p, 
2 
b = Ay? — Ay? +... ; 
on obtiendra ensuite l’inconnue æ par une équation du degré q, 
y = Bix? — Baa’... 


Chacune des p valeurs de y donnera q valeurs de v. 
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#60. — EXEMPLE I. L’équation qui détermine cos -l a quand on 


donne cos a, est 
x’ — 1021 — x?) + 5a(1 — x?) = 
ou 
(12) 1625 — 20x? 5x — b = 0. 
L’équation admet des racines égales, quand le cosinus donné est 
égal à a 1 ou à — 1; le premier membre de l'équation devient, dans 
le premier cas, 


16g — 20x? + 5x — 1 = (æ — 1) (at + 2x — 1); 
dans le second cas 
dô! — 202 + 5œ + 1 = (x + 1) (4x? — 2x +1). 
Cette dernière égalité est d’ailleurs une conséquence de la précédente; 


on l’obtient par le changement de x en — x dans celle-ci. 
Les racines de l'équation 


(13) Ag? + 2x —1—0 


Ir 4r s 
sont les valeurs de cos ps et de cos piet ; mais on a 


terne sin Wid — sin — 9e 
FRET + B at T0’ 


ainsi les valeurs absolues des racines de l’équation (13) sont les moitiés 
des côtés des deux décagones réguliers; les longueurs de ces côtés sont 


TE a i 
Z 
Quand b = 0, léquation (12) devient 
(14) 16% — 20x° + 5x —0; 
elle admet pour racines les valeurs de . 
cos- , cos > 008 2E, 4 cos ; cos 1 , 
ou 
cos == cos =. — COS — — COS 27 cos saa 
E, Pa T 10 ? 10. 
ou enfin 
ie, 0, sin iE, sine, sin —. 


En doublant les deux racines positives, on a les côtés des deux pen- 


. ; QT E meer 
tagones réguliers, savoir : -y Vio? V5. 
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161. — EXEMPLE II. L’équation de laquelle on déduit cos =, 


quand on donne cos a, est 
(15) 3225 — 48x! + 18%? — 1 — b = 0. 
Si b est égal à 1, elle devient 
32x6 — 48æ* L 1822 — 2 — X(x? — 1) (4x? — 1)?; 
et, si b est égal à — 1, | | 
2x6 — A48x* + 182? = omia? — 3)°. 


Le diviseur 6 étant égal à ? œ< 3, la résolution de l'équation (15) du 
sixième degré se ramène à la résolution d’une équation du HPSIÈME 
degré (no 153) 

4y? — 3y — b—=0; 


puis d’une équation du second degré 
22? — 1 — y= 0. 
462. — EXEMPLE III. L'équation qui détermine sin, quand 


on donne sin a, est 


Où(1 — æ?)? — 10281 — z?) + xë = b, 


(16) 1625 — 2078 + 5x — b = 0. 


Cette équation, étant la même que celle de l'exemple I (ne 160), 
conduit aux mêmes conséquences. 


Remarque. Il est facile de voir que, lorsque m est un nombre de 


la forme 4m’ + 1, les équations qui déterminent cos au moyen 


š A F4 2 à . 
de cosa, ou sin A au moyen de sin 4a, sont les mêmes ; tandis que 


si m est de la forme 4m’ — 1, on déduit lune des équations de 
Fautre en changeant le signe de b. 


163. — EXEMPLE IV. L’équation qui détermine sin $. quand on 
donne sin a, est 


b = +2 V1 — x? [3(1 — x3)? — 10x21 — x3) + 32], 
ou 
b =+ 9x V1— x? (16xt — 16x? + 3). 
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Si on élève au carré, on obtient l'équation du douzième degré 
4@%(@? — 1) (16x%* — 16x? + 3)? + b?—0, 

ou | 

(17) 1024212? — 3072210 + 3456 — 179225 -+ 420 — 3622 b—0. 


‘L'équation admet des racines égales, quand le sinus donné b est 
égal à + 1 ou à 0. Dans le premier cas, le premier membre de lé- 
quation est le carré d’un polynome pair du sixième degré 


3226 — 48a + 18g? — 1. 
Quand b = 0, l'équation devient 
Axe? — 1) (6x — 16x2 + 3)? =0, 
elle admet deux racines simples + 1 et — 1, et cinq racines doubles. 
On ramène la résolution de l'équation (17) du douzième degré à celle 
d'une équation du troisième degré (n° 159) 
4y? — 3y +b —0, 
puis d’une équation bicarrée 
4æt — 4x? + y2 = 0. 


G4. — Relation entre deux lignes trigonométriques de deux arcs 
commensurables donnés a et b. Soit a = ma, b = na, les nombres 
entiers m et n.étant premiers entre eux ; on demande, par exemple, la 
relation qui existe entre, cos a et cos b ; d’après la formule (6) on a 


cos mna = cos mb = cos"b — kiada cos"? b sin? b + …, 
COS mna = COS na = cosa — nn d D cos"? a sin? a TA 
On en déduit l'équation 
(18) cos" a MT cos"? a sin? a +... 
— cos” b Se cos”™? b sin? b —... = 0, 


qui est du degré n en cos a et du degré m en cos b. 
SOMMATION DES SINUS OU DES COSINUS D’ARCS EN PROGRESSION ARITH- 
MÉTIQUE. 


165. — On demande de déterminer les sommes 


cos a + cos (a +b) + cos (a + 2b) . . .+ cos [a + (m — 1) b), 
sin a +-sin (a + b) + sin (a + 2b) . . . + sin [a + (m — 1) b], 


que nous désignerons par x et y. 
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Représentons par q la quantité imaginaire cos b + isin b, on 
aura q” = cos nb + à sin nb (ne 149). Si Pon multiplie y par à el que 
Pon ajoute le produit à x, en remarquant que 

cos (a + nb) + à sin (a + nb) 
est égal à (cos a + à sin a) (cos nb +1 sin nb), ou (cos a +ê sin a) q”, 
on a 
z+yi=(cosa+isna)4+q+g...+g"") 

ph ge 1—q9" FA 1 — cos mb — i sin mb 

. = (cos a&a-+î sin a) TE —(cos a -i sin ie PE TPE AE C7 M A 


Si l’on remplace actuellement les quantités 1 — cos mb, sin mb, 


1 — cos b, sin b, respectivement par 2 sine 2 XZ sin ua cos ; 
gakdtob sorier gara ie 61 54 
2 sin? , 2 sin g C8 » il vient 
.. mb .. mb mb 
sin —— sin 9 — À COS ei ap 
æ+yi = g (080 +i sina) ere 
w sin- — ico — 
ERR. A P A T ELLA 
s i 2 2 
= ——— (cos a + à sin A) ronge , 
sin cos + à sin CE 


et, en effectuant le produit et le quotient des Pen imaginaires sui- 
vant les par du a: 
1 o) | 


Égalant les PS. réels et les mulliplicateurs de à, on à obtient les 
sommes demandées : 


a+ 


cos 


æ + yi = Pre LL re 


$ mb .. mb 
sin TE Es SIN — jai 
aam cos(a+ MLD) y=—— sin (at to) 
sin + sin si 


EXPRESSION DE SIN”a ET DE COS™”a EN FONCTION DES SINUS ET DES 
COSINUS DES MULTIPLES DE L'ANGLE 4. 


466. — C'est la question inverse de celle résolue par la formule 
de Moivre. Si l’on pose 
u = COS a + à sin a, {v= cosa — isin 4, 
on à 
u” + v” = 2cos na, u"—v'—=?2isinna, uw = |. 
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En élevant à la puissance m les deux membres de légalité 2cos2—u+v, 
et développant d’après la loi du binome, on a 


™ cos” au” + Tu BE S T nli ms vt unt v”; 
si l'on groupe les termes piai ug des extrêmes, il vient 
_ 2e" a — (u" + 0”) + m lu + LL... 
On en déduit, si m est pair, 
(20) 21 cos" a = cos ma + + cos (m — 2)a 


m(m—1) minami) i (Z+: 
didain D to nd AAA E 7" ag ™ 
. . . AAN 


et si m est impair, 
(21) 2™-1 cos" a = cos ma -+ n cos (m=?) a +... 
m(m—1)... PRS 


JE Es 
102. 


En élevant de même à la puissance m les deux membres de l'éga- 
lité 2i sin a = u — v, on trouve 
ET 


ray m 
it ain a = un" 2e 0 haikeaa re en 


1 


m 
Fu" Eg”: 


E i, 


il faut prendre les signes supérieurs ou les signes inférieurs, suivant 
que m est pair ou impair. En réunissant les termes également dis- 
tants des extrêmes, on a, dans le premier cas, 


(22) QT (= 1)2 sin” a = cos ma = cos (m—?)a 
ART 
ph O E EUSES 
1.2 1.2 m 2 

T 


et, dans le second cas, 
m—i 
(23) om ERN ? sin” a — sin ma — sin (m—2) a 


m(m--1)... CS 


. nr 2e ed ti 
sin (0 24) à. + D E a A 


m(m—1) 
m— 1 


+ 
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Résolution des équations du troisième degré. 


ÉQUATION BINOME. 


467.—Soit l'équation binome x” — A—0, dans laquelle A désigne 
une quantilé réelle ou imaginaire que l’on peut représenter par 
- R(COS «+1sin 4). Résoudre cette équation, c’est trouver les quantités 
réelles ou imaginaires qui, mises à la place de æ, satisfont à cette équa- 
tion. 
Cette question est la même que celle dontnous nous sommes occupés 
au n°151, lorsque nous avons cherché les valeurs de la racine me d’une 
quantité donnée A. Les valeurs de æ sont données par la formule 


p3 
(1) s =K” (cos fe + à sin er) 


dans laquelle le nombre % reçoit m valeürs entières consécutives. 
Dans le cas particulier où A = 1, on a R= 1, a = 0, et les racines 


de l'équation x” — 1 = 0 sont données par la formule 


Ikr 3 hr. 
“a sin ps 


(2) # = cos 


La formule (1) peut être mise sous la forme } 
anacos “H DENA = +isin es pe a aa +isin im A 
m m\ | 
Le facteur 


3 


R (cos Atana 


Es PE ss) 
m 


dans lequel kı est un nombre entier arbitraire, désigne l’une quel- 
conque des racines de l'équation <” — A = 0 ; le second facteur 


os Ukk + isin Uk — bre 
m m 


dans lequel % et par suite Æ— kı est un nombre entier quelconque, 
représente les diverses racines de Péquation æ” — 1—0. Ainsi, on 
obtient les m racines de l'équation <” — A = 0 en multipliant Pune 
quelconque d’entre elles par les m racines de l'équation z” — 1 = 0. 
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Considérons, par exemple, l'équation binome %3 -- 1 = 0. Si Pon 
attribue à % les trois valeurs 0, 1, 2, la formule 


8 = cos ŽRE + à sin ZET 
donne les trois racines 
%o = 1, nie 
Des ga res Lu free ce NS 
D = 008 —— + à sin RE RES D ? 
+ ie a de 0 en APCE E S 
es 5 2 y pipes pi 1 ya 


On peut remarquer que la troisième racine wə est le carré de la se- 
conde 41, si donc on pose 
RS RE 
BHO MES FT 
les trois racines de l'équation æ? — 1 — 0 seront représentées par 1, 
“~ j,j?. Puisque j? — 1, les puissances suivantes reproduisent les trois 
mêmes racines dans le même ordre. 


ÉQUATION DU TROISIÈME DEGRÉ. 


AGS. — Comme on peut toujours faire disparaitre le second terme 
dé l'équation, on supposera cette simplification opérée, et on prendra 
l'équation du troisième degré sous la forme 

(1) x? + pæ +q = 0, 
dans laquelle les lettres p et q désignent des quantités réelles, posi - 
tives ou négatives. 

~ Si l’on pose 
; æ—=Yy+}32, 
l'équation devient 
QG +2) Gyz + p) ++ 2 +0 
L’inconnue x ayant été remplacée par la somme y<-7, on peut établir 
entre les nouvelles inconnues telle relation què l’on voudra. On posera 
3yz +p = 0, 
ce qui réduit l'équation (2) à 
ÿ° + 2 + q = 0. 
De cette manière, l'équation proposée à une seule inconnue x est 
remplacée par le système des deux équations 


(3) vi=—À, y +H =g, 
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à deux inconnues y et z. Si l’on élève au cube les deux membres de 
la première de ces équations, on arrive au système des deux équations 
3 
(4) ve =(}) » P+i=—q. 


Mais ce système n’est pas équivalent au précédent; il est évident 
d'abord que les valeurs de y et de z qui vérifient le système (3) 
vérifient le système (4). Considérons maintenant des valeurs de y et 


3 
de z satisfaisant à l'équation y?z? = -(5) ; il faut que le-produit 
. 3 > 6 > 
yz soit Pune des racines cubiques de -(4) ; on obtient ces trois 


racines cubiques en multipliant l’une d'elles + par les trois 


racines cubiques de l’unité, savoir 1, j, j? ; ainsi yz sera égal à l’une 


des quantités -2 n £ j, — S j2. On en conclut que les valeurs 


de y et de z qui vérifient le système (4) vérifient l’un des trois systèmes 


=, ge NE tps lg; 
ys = D ; SL 33 — — £ 
` 3 d y -E q; 
yz ==} j’, y? + =g. 


On voit d’ailleurs que toutes les valeurs de y et de z qui vérifient 
Pun de ces derniers systèmes vérifient le système (4). Parmi les solu- 
tions du système (4), il faudra donc choisir celles qui conviennent au 
système (3); pour qu’un couple de valeurs de y et z vérifiant le 
système (4) satisfasse au système (3), il est nécessaire et il suflit que 
le produit yz soit réel. 

Les valeurs de y? et de z3 qui vérifient le système (4) sont les 
racines de l’équation du second degré 


(5) u? + qu — = 0. 
On en déduit 


Ds V RRT: -y 


ct, par suite 
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d'où 


sep unupa HE LEE LE y 


Chacun desradicaux cubiques a trois valeurs; si on les combinait deux 
à deux de toutes les manières possibles, on trouverait pour œ neuf 
valeurs différentes. Mais, comme on l’a dit plus haut, ces combinai- 
sons ne sont pas toutes admissibles. Désignons par a et b deux va- 
leurs particulières des radicaux cubiques; les trois valeurs du premier 
radical sont a, aj, aj?; celles du second sont b, bj, bj?. On peut suppo- 
ser les valeurs a et b choisies de façon que leur produit soit égal à 


— A ; car, si cela mavaitpas lieu, ce produit serait égai à — Li, ou 


à -£ j2, et alors, avec à, on prendrait la valeur particulière bj? ou 
bj du second radical. Les valeurs particulières æ et b satisfaisant à 
- celte condition, on a trois combinaisons admissibles, savoir : 
y =a, y=aj, y= 4j’, 
penbe bja g bj 
On en déduit pour æ les trois valeurs 
9) =a} b, sı =aj + bj’, æ= aj? + bj. 
On voit par là que l’on peut prendre pour y Pune quelconque des 
valeurs du premier radical ; à cette valeur en correspond une du se- 


cond, qui est égale à — Er les trois racines de léquation proposée 


seront donc représentées sans ambiguïté par la formule 


17 /E]- 
V A 


dans laquelle le radical cubique a trois valeurs. - 


| i ‘ 
Lorsque la quantité (4) +(?) est positive, les deux radicaux 
cubiques ont chacun une valeur réelle ; on prendra pour a et b ces 
valeurs réelles; comme on connaît d’ailleurs les quantités 7 et j2, on 
voit que, dans ce Cas, les trois racines de l'équation sont exprimées 
algébriquement au moyen des coefficients et sous la forme « + $ à. 
7 | 2. 3 . $ n 
Lorsque la quantité (4) +$) est négative, les valeurs des radi- 
caux cubiques sont toutes imaginaires, et l'on ne peut les transformer 
algébriquement pour les mettre sous la forme «+ Bi; dans ce cas, : 
12 
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on ne doit pas regarder la formule (10) comme résolvant véritable- 
ment l'équation, elle indique seulement que la résolution est rame- 


née à celle d’une équation binome. 
469. — Occupons-nous maintenant du calcul numérique des ra- 
cines. Il y a trois cas à distinguer, suivant que la quantité T 2) HSY 


est négative, positive ou nulie. Considérons d’abord le cas où cette 
quantité est négative ; Péquation du second degré (5) a ses racines 
imaginaires ; posons 


d’où 


E CET 
ST i, On à 


(11) 


Comme on peut supposer À positive, on prendra pour « un angle 


compris entre U et m. Les deux équations binomes deviennent ainsi 
y3 = r (cos « + îi sin «), 
z3? = r (cos « — À sin &). 


$ 


Les seconds membres de ces équations étant des quantités imaginaires 
conjuguées, leurs racines sont conjuguées deux à deux ; elles sont 
représentées par les formules 


$ 2k 
y = r (cos iu æ ——— + isin cha À 
1 14 
z=" (os a+ poj qi ml nen } 


dans lesquelles on donne à k et à A’ les trois valeurs 0, 1, 2. 
Les valeurs de y et de z ayant pour arguments 
a+ hr a+ 2z 
ct l'argument du produit s’obtenant par l'addition, on a 
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2(k — — 


Q(k — i nee à . 


2 
yz = r{cos 
Pour que ce produit soit réel, il faut faire k’ = k; ce qui donne 


a+ hr 


å 
12) æ =y + z= 2r" cos 


En donnant à k les trois valeurs 0, 1, ?, on obtient pour x les trois 
racines : 


5 1 1 

= 2 bi 4 
(13) & = 27° cos -> 5 , £, = 2r" cos kadah , =U” cos an l 
qui sont toutes trois réelles. Les trois arcs + Een e 4r E x 


aboutissent aux sommets d’un triangle équilatéral; pour que deux co- 
sinus fussent égaux, il faudrait que l’un des sommets fût placé à Pori- 
gine des arcs ou au point diamétralement opposé et, par conséquent, 
que cos x fût égal à = 1 ; la condition cos? « — 1 donnerait h? = 0, 
ce qui est contraire à l’hypothèse. 
3 2 

Ainsi, lorsque la quantité (5) +4) est négative, l'équation 
x? + px + q = 0 admet trois racines réelles et inégales. 

A l’aide des tables de logarithmes, on calculera d’abord log r, 
puis « par les formules 


E EAG LS The 
r=| oP, COS « = Ir , 


et enfin successivement les trois racines £o, %4, æ,. On vérifiera que 
la somme de ces trois racines est nulle. 


i À 3 2 
#70.— Considérons actuellement le cas où la quantité (5) -+ ( ?) 
est positive; les deux radicaux cubiques admettent alors chacun une va- 


leur réelle, et l’on peut prendre ces valeurs réelles pour a et b. Si, dans 


mu + Ve 
les formules (9) on remplace j et j? par leurs valeurs REA ba , 
les expressions des racines deviennent 
di) E nr re fe te. 


3 2 
Ainsi, lorsque lu quantité (5) + (3) est positive, l'équation ad- 


met une racine réelle et deux racines imaginaires. 
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Il s’agit de rendre calculables par logarithmes les formules qui 
donnent a etb ; on y parvient à l’aide d’un angle auxiliaire, en les 
écrivant ainsi : 


a= (+ vT) FREE) 1/4) 
(5) 


dans ces formules, H représente le quotient Ta - 
(5) 


Il y a deux cas à distinguer, suivant le signe de p. 
1° Soit p œ> 0 ; on posera tang? ọ = H, 


s/, == ER Dr AUTRE 
VA: as TE A. 

Tai LSUQ = — . 
d'où." 4— COSG. ° Fe COS ? 


2 Soit p < 0 ; on posera sin? 9 = — H, 


3 ET ih 
d'où o / qsin+, = 1/20. 


Dans la pratique, on peut abréger un a le calcul en déterminant 
d’abord a, puis b par la formule b= — B. vues” on connait a 


et b, on obtient aisément les racines. 


3 2 
47 2.—$Si la quantité (5) + (4) est égale à zéro, les quantités a 


“ 


et b sont égales entre elles, et l’équalion admet une racine simple 


mon S a ME dont 
2 p 


et une racine double 


mue a À . 
472. — Remarque. — Lorsque l'équation du troisième degré 
(15) æ’ + pa +q=0 


a ses trois racines réelles, on arrive facilement à la résolution de cette 
équation en lacomparantà celle quisertà la trissection de l'angle. Quand 


" a 
on donne cós a et que l’on cherche cos +? nous avons vu (n° 153) 


que l’incounue est déterminée par l'équation du troisième degré 


; 245,41 UFA 
(16) ai aain ī 
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et que les racines de l'équation sont représentées par la formule 


g” = on TR £ 
3 
dans laquelle on attribue à k trois valeurs entières consécutives. Mais 
on ne peut pas identifier l’équation (16) avec équation (15), puisque 
la première ne contient qu’une quantité arbitraire a, tandis que la 
seconde contient deux paramètres arbitraires p et q. Pour rendre 
l'identification possible, on multiplie les racines de l'équation (16) par 
un nombre arbitraire r, ce que l’on fait en remplaçant x’ par > 
r 
on obtient ainsi l'équation 


r3 COS a 


(17) g? — La Tarti =Q, 
dont les trois racines sont données par la formule 
(18) DT 0 +. z 


On peut maintenant identifier les deux équations (15) et (17); il 
suflit de poser 


à. r3 cosa 
=r =p Ar S E 
4 í 4 ? 
d'où 
N p Les — 3 
(19) it sacs COS 4 = * ER 


3 2 
La quantité ($) +4) étant négative, le coefficient p est négatif; 


le nombre r est réel et on peut le supposer positif. On voit aussi que 
‘la valeur de cos? a est plus petite que l'unité; car on a 


3 2 
et de Pinégalité (5) +(4) <0 on déduit ($)< - S] . Les 


valeurs de r et de a étant déterminées de cette manière, la formule (18) 
donne les trois racines de l'équation proposée (15). Il est bon de 
remarquer que le calcul numérique est exactement le même que celui 
auquel nous avons été conduits par la première méthode. 
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Propriétés des racines de l’équation binome. 


473. — Nous avons vu (n° 167) que les m racines de l'équation 
binome x” — 1 = 0 sont représentées par la formule 


sys 2kr RÉ 
2 ED ee , 


dans laquelle k recoit m valeurs entières consécutives, par exemple. 
0,12 4: ::,m 71. 


Ces m racines ont l’unité pour module et pour arguments les arcs en 
progression arithmétique 
Ir 2r 2r 2x 
0 7% ?2— D— 4. . m — 1) —. 

? m ? m 9 m 3 2 ( ) m 
Si lon divise en m parties égales une circonférence dont le rayon est 
pris pour unité, chacune des racines de l’équation binome, que nous 
désignerons par 


Do "a, Ba, Es, 5 E 


dans l’ordre établi précédemment, correspond à un des points de divi- 


sion de la circonférence. Les racines de l’équation binome x”—1—0 
jouissent de propriétés importantes; nous indiquerons les plus simples. 


Théorème I. 


174. — Les racines imaginaires de l'équation binome sont deux 
à deux conjuguées et réciproques. 

1° Les racines imaginaires, dont les arguments forment une somme 
égale à 2m, sont conjuguées. Soient, en effet, les racines x, et £ p_a 


2 ; i 
x ; si de ce dernier ar- 


dont les arguments sont a id et (m — 4) 


gument on retranche ?r, ce qui ne change pas la valeur de l’expres- 
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é r 2T y 
sion, on a deux arguments Ps et — a Em égaux et de signes 
contraires; les ċosinus étant égaux, et les sinus égaux et de signes 
contraires, les racines æ, et æ,_, Sont conjuguées. 

2 Deux racines conjuguées sont en même temps réciproques, c’est- 
à-dire que leur produit est égal à l'unité. On sait que l’on effectue le 
produit de deux quantités imaginaires en multipliant les modules et 
ajoutant les arguments ; le produit de deux racines conjuguées a donc 
pour module 1 et pour argument 27 ou 0 ; ce produit est donc l'unité. 
Ainsi 2, p-o = 1- 


Théorème II. 


175. — Le produit de deux racines de l'équation est une racine 
de la même équation. 
Soient les deux racines 


lar geer 
æ; = COS Ta Lis A 
lbr lbr 


, = cos — +i sin + 
m = m 


leur produit, d’après la formule de Moivre, est égal à 
os AGE, +i sin ee, ; 
m m 


c’est la racine qui correspond à la valeur a + b donnée à k ; donc 
Da Ly = Bopp | 
COROLLAIRE I. — Le quotient de deux racines de l'équation est une 
-racine de cette équation. 
Car le quotient 
a ` 
Ei Ua — 
D ms DA sin ——— 
RU TS 


Ua — bye 
2 m 


est la racine qui correspond à la valeur a — b donnée à k ; don: 


COROLLAIRE II. — Les puissances d'une racine de l'équation sont 
aussi racines de l'équation. 
Ainsi 
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Théorème III. 


226. — Si a est premier avec m, la racine x,, par ses puissances 


successives, reproduit les m racines de l'équation binome. 
Nous démontrerons d’abord que, si l'on divise par m les multiples 
successifs 
Oa, a, rup 3a,..., Mhama 


d’un nombre a premier avec m, on obtient dans un certain ordre les 


restes 
C t Tr dress CT 


En effet, il est impossible que deux multiples na et n/a (n et n’ étant 
plus petits que m) donnent le même reste; car leur différence (n—n’)a 
serait divisible par m, et le nombre m, premier avec a, diviserait 
Pautre facteur n — n qui est plus petit que nr. On a donc pour restes 
m nombres différents, tous plus petits que-m ; ce sont les m premiers 
nombres à partir de 0. Si l’on continuait la série des multiples, on re- 
- trouverait les mêmes restes périodiquement dans le même ordre. 

Imaginons, comme précédemment, la circonférence divisée en m 
parties égales, et supposons que l’on joigne ces points de division de a 
en a ; les nombres de divisions parcourues sont les multiples succes- 
sifs de a; pour avoir les numéros des points auxquels on arrive, il 
faut retrancher les circonférences ou les multiples de m ; ces numéros 
sont donc les restes que l’on obtieat en divisant par m, les multiples 
de a. En vertu de ce qui précède, si a est premier avec m, On pas- 
sera par tous les points avant de revenir au point de départ, et l’on 
formera ainsi un polygone régulier de m côtés. 

Considérons d'abord la racine 

59 


2x SU, ARR, 
Æy = COS —— —+ ÿ sin —— . 
nr + m 


Les m racines 


EE E L TA E M, 


P A 


EE | 


Car, en élevant la racine à, aux puissances successives, on obtient 
précisément les arguments 


WWwWw.rcin.org.pl 


ÉQUATION BINOME. 185 


Cette disposition des racines correspond au polygone régulier conyexe 
de m côtés. 
Considérons maintenant la racine 


2ax U ?ar 
L, = COS E: -Hi sin 


2 


dans laquelle a est premier avec m. Les puissances successives 


0 1 2 
a? Les Las 


m—1 si 


3 
HA Ta’ eiT g. La 


sont égales, d’après le théorème précédent, à 
Mis M E 0 M da 


On parcourt ainsi les divisions de a en a, et, par conséquent, on passe 
par tous les sommets, ce qui reproduit. les m racines de l'équation 
binome, dans lordre qui correspond au polygone étoilé que Pon 
obtient en joignant les points de a en a. 


Théorème IV. 


€77. — Si a et m ont un plus grand commun diviseur d, la 
racine X,, par ses puissances successives, ne reproduit que t 
racines de léquation. 

En effet, soit m = dm’, a = da’ ; la racine x, peut s’écrire 


lar yii lar a'r 4 ajh la'r 
æ = COS — + à sin = COS —— L g] : 
4 m m m’ m’ 


sous cette forme, on voit qu’elle est aussi racine de léquation 
æ" — 1—0, et comme a’ est premier avec m’, par ses puissances, 
elle reproduit les m’ racines de cette éqnation, et n’en reproduit 
aucune autre. 

COROLLAIRE I.— On appelle racines primitives de l'équation binome 
x” — 1 —0 les racines qui par leurs puissances successives repro- 
duisent toutes les autres. Des deux théorèmes précédents il résulte 
que l'équation binome x” — 1 = 0 a autant de racines primitives 
qu'il y a de nombres plus petits que m et premiers avec m. 

COROLLAIRE II. — Toute racine non primitive de l'équation binome 

3 RouE y r à x ' 
x” — 1 = 0 est racine primitive d’une équation binome x" — 1 = 0 
d'un degré m’ sous-multizle de m. 

COROLLAIRE II. — Les racines primitives de l'équation binome 
x” — 1 —0 jouissent de cette propriété caractéristique de n'être 
racine d'aucune équation binome d'un degré inférieur à m. 

COROLLAIRE IV. — Si m est un nombre premier, toutes les racines, 
excepté la racine égale à l'unité, sont racines primitives. 
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Théorème V. 


38. — La scmme des puissånces semblables des racines de 
l'équation binome x” — 1 = 0 est nulle, excepté lorsque l'indice de 
la puissance est un multiple de m. 

On a vu que les racines de l'équation binome sont données par la 
série 
; æ*, ai Dis iis EEE IE. 
si on élève chacune d’elles à la puissance n, on obtient une progres- 
sion géométrique 


0 n an 3n Im—i,n 
By Tr Dir Dire A 
shaina E otia 
dont la raison est z et la somme des termes POP Mais 
EH — 
1 


puisque x, est racine, on a a — 1, et, par suite, Cu —1; donc la 
somme est nulle. e 

Cependant, lorsque n est un multiple de m, chacun des termes de 
la progression devient égal à l’unité, et la somme est m. 


Théorème VI. 


179. — Les racines communes à deux équations binomes 

— 1 = 0, x” — 1 = 0 sont les racines de l'équation xt—1=0, 

à désignant le plus grand commun diviseur des deux nombres m 
etn. 


Les raċines de l'équation x” — 1 = 10 sont ropriroptoeg par la 

formule 

dues 2 h, a fe ` 

m m À 
dans laquelle on donne à k les m valeurs 0, 1,2, ... m — 1. Les 
racines de Péquation x" = 1 sont représentées par la formule 
k'r . Ur 

æ — COB + isin ; 

dans laquelle on donne à k’ les n valeurs 0, 1, 2, ...n— 1. 


On voit d’abord que, sim etn sont premiers entre eux, les deux 
équations n’ont aucune racine commune autre que l'unité. En effet, 
! 


pour que deux arguments et fussent égaux, il faudrait 
k k! LE 
que l’on eût = z ou kn — k'm; le nombre m, divisant le 


produit kn et étant premier avec n, devrait diviser k, ce qui est 
impossible, puisque k est plus petit que m. 
Supposons maintenantquemetnaientun plusgrandcommundiviseur 
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det soient m = dm’, n= du ; on obtiendra les racines communes en 
à : isadi r RE k! 

donnant à k et à £/ toutes les valeurs qui satisfont à da relation WG 
L 

ou kn'=k'm' ; on conclut de là que k et k doivent être de la forme 

k=m't, k'=n't, et l'on pourra donner au nombre entier t les valeurs 


0,1, 2,... d—1 ; mais alors les arguments égaux se réduisent à la forme 


us ainsi les deux équations ont d racines communes, et ce sont 


les racines de l'équation æ4 — 1 = 0. 


Théorème VII. 


180. — Si les deux nombres m et n sont premiers entre eux, on 
oblient les mn racines de l'équation x” —1—0 en multipliant 
deux à deux les m racines de l'équation x" — 1 = 0 par les n ra- 
cines de l'équation x" — 1 = 0. 

En effet, le produit de deux racines quelconques a pour argument 

z lkr 2en + kr 
DEEE" 


on voit déjà que ce produit est racine de l'équation x” — 1 = 0. Il 
reste à démontrer que l’on obtient mn produits différents. Donnons à 
k et à k’ d’autres valeurs ki et k'4, et examinons si les deux arguments 
` Akn + k'mÿr Ukin + ki/m)r 
La rois cod ordioe P Mn Cr 
d’un multiple 247 de la circonférence. Pour cela il faudrait que l’on eût 
kn+-km _ kint kim h 
mn mn re 
ou: (k — kin + (k! — km = hmn ; 
le nombre m, divisant le second membre et le second terme du pre- 
mier membre, devrait diviser le premier terme ; et comme m est pre- 
mier avec n, il diviserait k — kı, ce qui est impossible, puisque k et kı 
sont plus petits que m. Ainsi lon obtient mn produits différents, et 
ces produits sont les mn racines de l'équation x”” — 1 — 0. 


peuvent être égaux ou différer 


Théorème VIII. 


184. — Lorsque les deux nombres m et n sont premiers entre eux, 
on obtient les racines primitives de l'équation x™”— 1=0 en mul- 
tipliant deux à deux les racines primitives de l'équation x” — 1 =0 
par les racines primitives de l'équation x" — 1 = 0. 
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Supposons # premier avec m, k’ premier avec n ; les deux nombres 
ka + km et mn seront aussi premiers entre eux. Car, si ces deux 
nombres avaient un diviseur premier commun c, ce facteur premier 
entrerait dans m ou dans n, par exemple dans m ; divisant la somme 
lin + km et la seconde partie km, il devrait diviser la première 
partie kn, ce qui est impossible puisque aucun des nombres k et n, 
premiers {avec m, ne contient le facteur c. Ainsi, dans ce cas, on a 
une racine primitive de l'équation <” — 1 = 0. 

Si k% n’est pas premier avec m, ou k’ avec n, kn + k! m aura un 


facteur commun avec mn, et l’on n’aura pas une racine primitive de 


l'équation &°”” + - 1 = 0. 


182. — COROLLAIRE I. — Les deux théorèmes précédents ont une 
grande importance, parce qu’ils ramènent la résolution de l'équation 


binome æ%Ëe7, |, — 1—0, dans laquelle a, b,c,... sont des nombres 
premiers différents, à la résolution des équations plus simples 
gat — 1 =0, xÊ — 1 =0, x°? —- 1 =0.. .. Il suffira de déterminer 


une racine primitive de chacune de ces dernières équations ; le produit 
sera une racire primitive de Péquation proposée, et lon sait qu’une 
racine primitive, par ses puissances, donne toutes les autres racines- 


183, - COROLLAIRE ITI. —On sait queles racines non primitives d’une 
équation binome satisfont à une équation binome d’un degré sous- 
multiple ; ainsi les racines non primitives de l'équation æa% — i =Q 
satisfont à l'équation æa% + -- 1= 0; donc le nombre des racines pri- 
t =a% (a & 1). De 


même les équations rÊ — 1 = 0, x°? — 1 —0,.... ont respective- 


mitives de l'équation æ4* — 1 = 0 est a“ — 4% 


ment bÊ~' (b — i) pct (c—1),.... racines primitives. Il en ré- 
sulte que l'équation gatobe? |., — 1 — 0 acmet 
rh usées À Oe 6 1) x 


racines primitives. 


Soit m = a“bPc?... un nombre entier quelconque décomposé en 
facteurs premiers ; la formule 


n=m(1 4) (1-5) (t= 


indique combien il y a de nombres plus petits que m et premiers 


avec m. On retrouve ainsi, par le moyen des équations binomes, celte 
formule que lon démontre directement en arithmétique. 
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POLYGONES RÉGULIERS. 


284, — Nous avons vu (n° 176) que, si l’on conçoit la circonférence 
divisée en m parties égales, et si l’on joint les points de division de n 
en n, n étant premier avec m, on forme un polygone régulier de m 
côtés. Lorsque n est premier avec m, m—n est aussi premier avec m; 
mais il èst évident qu’en joignant les points de division de m — n en 
m — n, on obtient le même polygone régulier en ordre inverse, Le 


uombre des polygones réguliers de m côtés est donc ce , 


Il n’existe qu’un seul triangle équilatéral, et un seul hexagone ré- 
gulier. Mais il y a deux pentagones réguliers, le pentagone convexe 
que l’on obtient en joignant les points de division de un en un ou de 
quatre en quatre, et le pentagone étoilé que l’on obtient en joignant 
les points de deux en deux ou de trois en trois. De même, il existe 
deux décagones réguliers, le décagone convexe et le décagone étoilé ; 
on obtient le décagone étoilé en joignant les points de division de 
trois en trois ou de sept en sept. 

Il y a trois polygones réguliers de neuf côtés, puisque 9 = 3? et 
N=—=911— +)= = 6. Ces trois polygones sont : 1° le polygone ordi- 


naire que l’on obtient en joignant les 
points de division de un en un ou de huit 
en huit (il est figuré en trait plein) ; 2° un 
polygone étoilé que l’on obtient en joi- 
gnant les points de division de deux en 
deux ou de sept en sept (il est pointillé); 
3° un second polygone étoilé que l’on 
obtient en joignant les points de division 
de quatre en quatre ou de cinq en cinq 
(il est ponctué). 

La détermination des côtés des poly- 
gones réguliers de m côtés revient à la 
résolution de l'équation binome æ” — 1 = 0. Si l’on désigne par Un 
la longueur du côté du polygone que l'on obtient en joignant les 
points de division de n en n, n étant prèémier avec m, on a 


9; 
+ nr KNT 
„=? sn =] 2 12,008 2. 
m m 


est- précisément la partie réelle de la racine 


f Ur 
La quantité cos 


primitive æ, de l'équation binome; ainsi quand on connait les racines 
primitives ‘de l'équation binome, on en déduit facilement les côtés 
des polygones réguliers. 
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Mais on peut, en général, procéder d’une manière plus simpie. 
Lorsque m est impair, si n est pair et égal à 2n/, la quantité sin —- 


est le coefficient de à dans la racine primitive æ; sin 


n? 


. ir 
ou sin 


(m — nr 
est impair, m — n étant pair, on prendra sin ALT LIVE 

Il est un certain nombre d'équations binomes que l’on peut résoudre 
algébriquement ; la comparaison des racines ainsi trouvées avec la 
formule trigonométrique établie précédemment donne les valeurs des 
sinus et des cosinus de certains arcs ou les côtés de divers polygones 
réguliers. En voici quelques exemples. 


Triangle équilatéral et hexagone régulier. 


1835. — La détermination des côtés de ces deux polygones réguliers 
dépend de léquation binome æ? = 1, que nous avons résolue algé- 
briquement au n° 167. Nous avons trouvé les trois racines 


j mha dh age 
2 2 
D'autre part, ces racines, déduites de la formule trigonométrique, sont 


2r r 
1, cos—— + ÿ sin —. 
K 3 3 
En comparant les deux expressions des racines, on obtient 


lr l wiae ONS 


GT Qi 00 te ge 


-+ est le supplément de + ou le 


complément de = , on en déduit 


Si l’on remarque que Parc 


an aó th R: bn e V3 3 
sin Km COS > cos É Sn = 
IL n'existe qu’un seul hexagone régulier inscrit (fig. 58) et un seul 
triangfeéquilatéral(fig.59). 


Ai Le côté de l'hexagone a A, 
pour valeur ? sin — ou 
° l'unité. Le côté du vins 
équilatéral est 2 sin, 


c’est-à-dire V3. 
Pig: 58, Fig. 59. 
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Pentagone et décagone réguliers. 


#86. — La détermination de ces deux po- 
lygones dépend de la résolution de l'équation 
binome æ5 — 1 = 0. 7 
Ao En divisant par le facteur æ — 1, on obtient 
Péquation du quatrième degré 


Ag oe E a +at+e +1 0, 
Fig. 60. 


Si l’on divise tous les termes par æ?, on la 
met sous la forme 


f 1 1 AT 
Posons i 
z Te —%) 
d’où, par l'élévation au carré, 
1 1 
aii ir ay ani et DT a SRS 


l'équation se ramène à une équation du second degré 


y +y —i= 0. 
On en déduit 


Ah ie 1 V5 +1 
= FT. PA . 


Chacune des valeurs de y est la somme de deux racines réciproques 
ou conjuguées 


5 


On obtient ensuite ces quatre racines au moyen de deux équations 
du second degré 


` 2x s Ar 
jeng £, = ? COS —— y” = x + £s = ? COS —. 
y 1 5 y 


la première donne 


n= V5- t Viy, pa y5 Vio y5 
4 let hu la AT E 
la seconde ; . 

a VH , Views, VS Vio2vs . 
M aesti MMi 
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Telles sont les quatre “racines primitives de l’équation proposée. On 
en conclut 


a _ V5—1 Mt VE 
CR range MA EC EAE TITRES 
da nn — MO BALE im V10—2V5 
SD -- = C, NT ag RES PS OU SE € 
RE 4 5: 4 


Ces formules donnent les côlés des pentagones et des décagones ré- 
guliers. Le côté du pentagone convexe est 


ir _Vio-2 V5 


RER LS R 
2 sin -=R 8 z 5 


celui du pentagone étoilé 


2 sin 2 V10+2 V5 


FA LE: 
Le côté du décagone convexe est 
; E 2 V5 — 1 
Ai 2 sin = ? cos SM EE MUR 
A, Celui du décagone étoilé 
ai IN T ; 4r V5+1 
2 Pa ET = 9 an He ACTE TS SNS 
sin 10 2cos 5 cos z 3) 
Comme on a 
Fig 61. g — 1 = (æs — 1) (xs + 1), 


la résolution de Péquation x! — 1 — 0 est ramenée à celle des 
deux équations x5 — t= 0, x5+ 1 = 0; mais les racines de l’é- 
quation x5—+ 1—0 sont égales à celles de l'équation æ°—1 =0 
changées de signes. Geci résulte d’ailleurs du théorème VIT; car, les 
deux nombres 5 et ? étant premiers entre eux, on obtient les dix ra- 
cines de l'équation æ10 — 1 —0 en multipliant deux à deux les cinq 
racines de l'équation xë — 1 = 0 par les deux racines + 1 et — 1 de 
l'équation g? — 1 — 0. L'équation xt? — 1 — 0 admet quatre racines 
primitives ; on les obtiendra en multipliant les quatre racines primi- 
tives de l'équation æ5—1=—0 par la racine primitive — 1 de l’équation 
æ°—1—0. Les mêmes remarques s'appliquent à l'équation æ°—1—0. 


Pentédécagone régulier. 


187. — Il existe quatre pentédécagones réguliers, le pentédéca- 
gone convexe et les trois pentédécagones étoilés que l’on obtient en 
joignant les points de division de deux en deux, ou de quatre en 
quatre, ou de sept en sept. 
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La détermination des côtés de ces polygones dépend de la résolution 


de l'équation binome gis — 1 — 0. L'exposant 15 étant le produit des 
deux nombres 3 et 5 premiers entre eux, on obtiendra les 15 racines 
de cette équation en multipliant chacune des 5 racines de l’équation 


g? 


- 1—0 par chacune des trois racines de l'équation x3—1—0. On sait 


aussi que si l’on multiplie deux à deux les quatre racines primitives 


de l'équation xè — 1 — 0 par les deux racines primitives de l'équation 
æ%—1—0, on obtient les huit racines primitives de l'équation 
æ15 — 1 = 0, lesquelles donnent les quatre pentédécagoues. 


ee 
LR be 


On trouve ainsi les huit racines primitives 


+5 (V+V5-V'10-2v5) 
+tisin d =t [i1-v5+V 30e) + à (EVE VITE), 


a LE Lu VETT 0—2V5) s(ioavs) 12 +4 (VV V0 avi), 


/ 


S-75 


19 D 


se isin E= Livs Va(10+av5) l= 5 (5 Viv 102v5) 


On en 1 déduit les côtés des te e pentédécagones réguliers 
U, =? sin Es ét = į (V5—v +V 10425 5), 

T 1 
u, =? sa dan d ie _ V3HV15— V10- %5 10-235), 


15 oi 
u, =? aa ar eE E e= (vB- -V3+V 10245), 
=W 


ir 
B-+V3+V 10—2V5). 


Si lon voulait former une équation ayant pour racines les huit ra- 


Tr 
wm=? sin LE =2sin Sy 


cines primitives de l'équation æ15—1—0, on supprimerait d’abord les 
cinq racines de l’équation x*—1=0, en divisant xt*—1 par x*—1, ce 
qui donne l'équation æ1°+%5+1—0; on supprimerait ensuite les deux 
racines imaginaires de l'équation x3—1=9, en divisant par æ°?+-æ+-1: 
on obtient ainsi l'équation 


gs — £ Laws — at Has —x+1—=0. 


Cette équation, ayant ses racines réciproques deux à deux, peut être 
ramenée au quatrième degré. En divisant tous les termes par æ', on 


la 


met sous la forme 
MRN SA HE Lie Lee — 1 —=0, 
g a | æ 
13 
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Si l’on pose ensuite æ + des y, l'équation qui détermine y est 
HA 


y — Y — y + Ay += 0. 
On formera l'équation qui admet pour racines les côtés des quatre pen- 
tédécagones en remplaçant dans celle-ci y par ? —u?; cette équation est 


uè — Tu! + 14u* — 8u? + 1 — 0. 


“Théorème IX. 


188.— Les racines de l'équation binome x" —1—0,dans laquelle m 
est un nombre premier, s'expriment algébriquement par des for- 
mules ne contenant que des radicaux dont l'indice est m—1. 


En divisant &”—1 par æ —1, on a à résoudre l'équation 
(1) * e T E T 2... Em + gt i—=0, 
dans laquelle p désigne le nombre m—1. Chacune des p racines ima- 


ginaires de l'équation (1) est une racine primitive de l'équation pro- 
posée ; si on appelle r l’une quelconque de ces racines, la suite 


Fe PRET vi 


, 


donnera les p racines de l'équation (1). 
Soit g une racine primitive du nombre premier m, c’est-à-dire un 
nombre tel.que ses puissances successives 


m—=| 


D A O US ; 
divisées par m, donnent, dans un Lie ordre, les résidus 1, 2, 3, 


m — 1; on sait d’ailleurs que g” 1 donne le résidu 1; les racines de 
F équation (1) pourront également être représentées par la suite 
r-i 


(R) CR 2 1. rs 
Dans cet ordre, chaque racine est la même fonction de la précé- 
pi on l'obtient en élevant cette dernière à la puissance g; ainsi, 
= (rf, 1? = (r9)? rf rA — (rY, .. Appelons « l’une quelconque 
pr racines de Ne binome x°—1—0, et considérons la quantité 


fire (r p ar + art... + a ei à 


Lorsqu'on remplace dans le polynome placé entre parenthèses r par 
1%, et que l’on multiplie en même temps par «, ce polynome ne 
change pas; or, la multiplication du polynome par « revient à 


multiplier /(r, «) par & ou par l'unité; on a donc 


er, a) = fr, a) = fl, a) =... =fr, à) ; 
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ainsi fr, «) ne change pas quand on remplace r par l’une quelconque 
des racines de l'équation (1). 

Après avoir développé /(r, «) on pourra retrancher des exposants 
de « tous les multiples de p et des exposants de r tous les multiples 
de p+1 ou de m qu’ils renferment; alors la valeur de /(r, «) prendra 
cette forme 


fir, «= a + air + ar? ... + ar, 


les coefficients a, &1, as.. - a, étant des polynomes entiers en «, 


dont le degré ne dépasse pas p — 1. Si l’on remplace la racine r suc- 
cessivement par les diverses racines de léquation (1), et que l’on 
prenne la moyenne arithmétique des résultats, on a 


aM aS, F'aSs+...+as 
fe ES + a+... +08, 
i p 
en désignant par S4, S2,... 5) les sommes des racines de l'équation {1} 


élevées aux puissances 1, 2, ...p; or, on sait exprimer algébrique- 
ment ces sommes avec les coeflicients des divers termes de l’équa- 
tion (1), il en résulte 


3 


fr, © = H, 


H étant un polynome du degrésp — 1 en «, dont les coefficients sont 
complétement déterminés. On en déduit 


r + d4? + ar... -} "ne VE. 


En conservant fa même racine r de l'équation (1), et en supposant 
ensuite que « désigne successivement les diverses racines æ&, «s, « 


de l'équation £? — 1 = 0, on obtient la série d’equations 
| Á i 
rH ar? Har... p r 
r+ ar? + dr ss. + a tro? 


p 


ART. pat 2) 
DE a CE e PET aie OL = VE,. 
Ajoutons ces équations membre à membre; dans le premier membre, 


les termes de chaque colonne verticale, à l'exception de la première, 
- donnent zéro pour somme (ne h ; On a donc 


VH +: UTNE 
oat N 
189. — La formule précédente, à cause des divers radicaux qu’elle 
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contient, admet plus’ de p valeurs distinctes ; mais il est facile de 
rejeter les valeurs inutiles. Pour cela, il faut définir d’une manière 


précise les racines de l'équation x? — 1—0 que nous avons repré- 


sentées par ar, aas.. Zp Soit « l’une des racines primitives, les 


diverses racines de cette équation sont comprises dans la suite 
ci, u?, ..s ap: 


nous supposerons z, = z” ; il en résulte = 1, et par suite 


2 g? E, eT 4 
rs ant art a, =, [Fuite 
c’est-à-dire 
VE, = — 1. 
Le produit 
n 2n g> (pin, gp—1 SU PAE Le 
[rs 1Ha "rI a r ] [rar + er … -Ha 
ne change pas lorsqu’on y OEE la racine r par r° ; car le premier 
facteur se trouve divisé R a” et le second par «° ”, C'est-à-dire que 


le produit est divisé.par 4? ou par l'unité. On pourra donc calculer ce 
produit, qui est un polynome du degré p — 1 en «, ainsi qu’il a été 
expliqué pour fir, 2); désignons-le par G, il en résulte 


n 
1)p. 


(3) r H ar QT PM NT = 


Par cette transformation, l'expression de r ne contient plus que le 
5 Pir š A 
radical VH, et ses puissances ; dès lors elle wa plus que p valeurs. 


#90. — COROLLAIRE. — Sim — 1 est une puissance de ?, ou si le 
nombre premier m est de la forme 2? — 1, on sait calculer algébri- 
quement, c’est-à-dire ramener à la forme a + bi, les valeurs des 
radicaux d'indice m — 1 qui entrent dans l’expression de r ; dans ce 
cas, on peut ramener les racines à la forme A + Bi, A et B étant des 
quantités complétement déterminées qui ne renferment que des radi- 
caux carrés. Après avoir choisi arbitrairement une ligne pour repré- 
senter l'unité, on pourra, avec la règle et le compas, obtenir les 
lignes qui ont pour mesure À et B, ce qui revient, comme on le sait, 
à inscrire dans la circonférence un polygone régulier de m côtés. 

Les nombres les plus simples satisfaisant à la condition précédente 
sont 

MD UE, PO, 


Théorème X. 


191. — Quel que soit le nombre m, ? et 3 exceptés, m — 1 est un 
nombre composé ; si m—1=—p'q, la résolution de l'équation (1) peut 
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étre ramenée à celle d'une équation du degré p', dont les coefficients 
dépendent des racines d'une équation du degré q. 

Prenons les termes de la suite (R) de q en g, de manière à former 
les q suites 


à — 
r r, LORS A A 
; Bs 
A+q 1+2q 1+p—1g 
(R^ 1 gs 1 j 2 r 3 , En , 
q—1 2q—1 3q—1 qA 
PU SU ps CEE 


dont chacune renferme p’ termes. Les suites (R’) jouissent des mêmes 
propriétés que la suite (R); on obtient un grue de chacune d’ellesen 
éleyant le terme précédent à la puissance g°. 

Considérons ensuite l’équation 


(4) (y= r) (y =r’ T\{y—r9"* 12 y=” 1 
=y” + Ai y! + As uit Nas 

qui a pour racines les termes de Pune de ces séries, de ia première par 
exemple. A cause de l'indétermination de la racine représentée par r, les 
coefficients A,, A3.., A ont des valeurs multiples dont il est facile 
d'évaluer le nombre. En effet, ces coefficients conservent les mêmes 
valeurs lorsqu'on remplace la racine r par une racine appartenant à la 
même suite ; mais ils changent lorsque l’on remplace r par une ra- 
cine appartenant à une suite distincte de la première ; les racines de 
l'équation (4) sont les termes de la suite à laquelle STN la ra- 
cine mise à la place de r. Les coefficients A;, As, .. wont 
donc chacun que q valeurs. Appelons z4, 32, . . EA les er de 
Pun d’entre eux ; les coefficients de l'équation 

(5) (3 — 31) (Z — Z2)... (2 —2,) = zia 3171 + azt’... + a =0 
seront des fonctions symétriques des racines de l'équation (1), aiit on 
sait par conséquent déterminer les valeurs ; ainsi Pun quelconque des 
coefficients de Péquation (4) dépend lui-même d’une équation (ò) du 
degré q. 

A chaque valeur de l’un des coefficients"A1 correspondent des valeurs 
bien déterminées des autres coefficients A+, As . - . , que l’on obtient 
sans résoudre de nouvelles équations. Pour fixer les idées, supposons 
que 31, Zor. +- Eg désignent les valeurs de A4, et appelons ti, ta... t 
les valeurs de Pun des coefficients A2; Aș... À; chacune des quantités 


h+h+...+1=L, 
lzi + le he be Zi ns dé 
hzi + lzi +.. + = Le 


qo 


li 2191 + t2 se +. git t, Eu FA #3 
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est une fonction symétrique des racines de l'équation (1) dont on peut 
trouver la valeur. Pour obtenir la valeur £, qui correspond à z1, mul- 


tiplions les équations précédentes respectivement par bgi, 0g-2 ... 
@, 1, et ajoutons; il Ve 


Ly THR oL q—2 aa a 091 L 
si l'on choisit les coefficients arbitraires 04, 6,, de mauière à 
satisfaire aux relations 
Er” a 
z? +o 2 SOS T 0; 
Jah k ES TEESI 


bpi’ 


4 1-2 
zi L 8, z +.. ee ie 
Les relations précédentes Re que 06,,0,,...0 
coefficients de l'équation du degré q — 1 
S —2 
gi + 0, 3? +H... +0 =0 
qui a pour racines Ze, Zs... Zg Or, on obtient le premier membre 
de cette équation en divisant par z — zı le polynome 
Lotto, .+a,. 
Les coefficients re du quotient sont EREE par les formules 


= z3, + 0, 
Mars rip Aa 


sag aiai aiei 


91 Sont les 


Ainsi la résolution io Paioduon ( i) dE de la PP des deux 
équations (4) et (5), dont l’une du degré p’ est l’autre du degré q. 

Comme les racines de l'équation (4), pour chaque système de va- 
leurs de ses coeflicients, joissent des mêmes propriétés que celles de 
l'équation (1), si le nombre p’ est un nombre composé égal à p”q’, on 
pourra également ramener" sa résolution à celle de deux autres des 
degrés p” et q’ et ainsi de suite. 

Si le nombre p est une puissance de 2, on pourra diriger l'opération 
de manière que l’on n’ait jamais à résoudre que des équations du se- 
cond degré. 


Polygone régulier de 17 côtés. 
192. — Il s’agit de résoudre l'équation binome 


(1) ait — 1 — 0. 
Si l’on divise par æ — 1, l'équation est ramenée à celle-ci : 
(2) 16 LE g Lot LL, +Lr+1=0. 
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Le nombre 3 est une racine primitive du nombre premier 17, et les 
puissances successives de 3, divisées par 17, donnent pour restes les 
seize premiers nombres dans l’ordre suivant : 
30, 31, 32, 33, g 35, ot, 3T sia 39, 310, 311, Ja 313, 314, 315, 
t 3,—8,—7,—4, 5,—2,—6,—1,—3, 8, 7, 4,-— 5, 2, 6. 
La paissance 316 donne le reste 1, et les mêmes restes se reproduisent 
périodiquement. Appelons r une racine quelconque de l'équation (2), 
et disposons toutes les racines de cette équation dans l’ordre suivaat: 
à 

(R) F8, Tee 19 
Partageons cette suite en deux autres 

r, r3’, 13°, r®, r$, 2", 32 7314, 

a! ; 9. ali 13 215 

78, 78, 780,787, 08°, 380,18, 78, 

Considérons l'équation i 
DEES 
(3) (a ery a — 7) a — 15) . (a e E 
= g — Aix H Am — ... + A —0,. : 

qui admet pour racines les quantités comprises dans l’une ou l’autre 
des suites (R/); les coefficients de cette équation ont deux valeurs 
distinctes. Appelons Z, et z, les deux valeurs du coefficient A, ; ces 
deux valeurs seront les racines d’une équation du second degré 
"G—3)G—-2)=2#—a,z+a=0. 

Le coefficient a, est égal à zı + Zs, C’est-à-dire à la somme des 
racines de l’équation (2), ou à — 1. Le coefficient a, est égal au pro- 
duit 317», c’est-à-dire à la somme des 64 produits que Fon obtient en 
multipliant chacune des racines de la première suite (R’) par chacune 
de celles de la seconde suite ; chacun de ces produits est une racine 
de l'équation (1); l’exposant de r étant de la forme 3°" + gr 
= 8% + 3m), Je premier facteur 3°" n’est pas divisible par 
17 ; le second facteur 3*"7%#1 L 1 n’est pas non plus divisible par 
17; car ce sont les puissances 3° qui donnent le résidu — 1 ; 
aucun des exposants n'étant un multiple de 17, aucun des produits 
partiels ne donnera la racine ł; chacun des produits partiels sera 
donc une racine de l'équation (2) ; à cause de la symétrie, la somme 
des 64 produits partiels sera égale à 4 fois la somme des 16 racines 
de l'équation (2) ; on aura ainsi aa = — 4, et l'équation en z sera 

(4) + s—4—=0(. 

On peut appliquer la même méthode à l'équation (3). Divisons les 
huit racines de cette équation en deux suites 
rs 73 r, 13°? 


(R) 


y 


(R”) 
2 1 1 
CE LUE LORS LS 
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et considérons l’équation 
(5) (æ — r) (æ — 73") (x — r°) (s — r’) 
= 2 — Bat + Br? — Bar + B, = 0. 
Pour chaque valeur de z, les coefficients de cette équation ont deux 


valeurs distinctes; appelons ¿1 et £2 les deux valeurs du coefficient Bi; 
ces deux valeurs seront les racines de l'équation 
(t mt tm te) = 12 — bat + be = 0, 
Le coefficient bı est égal à t1 + tə, c’est-à-dire à la somme des racines 
de l’équation (3), ou à z. On a 
4 8 12 2 6 10 44 
ba = (r H P ra) (tt H E r r), 
b= (r Hri rt pr) (er rer’); 

les seize produits partiels étant les racines de l'équation (2), on a 
bə — — 1, et l'équation en test 

Décomposons encore l'équation (5); disposons les quatre racines de 
cette équation en deux groupes 

„38 
R4 ARS 
r3, 73? 

et considérons l’équation 

(7) (x — r} (æ — r°) = r? — Cyr + Cr — 0. 
Pour chaque système de valeurs de z et de ż, les coefficients de cette 
équation ont deux valeurs distinctes; appelons u, et us les deux 
valeurs du coefficient Cı; ces deux valeurs seront données par l’équa- 


tion 
(u — Us) (u — u) = u? — Cu + C2 = Q. 


Le coefficient c, est égal à u1 HU, c’est-à-dire à la somme des racines 
de l'équation (9), ou à t. On a 


8: A „312 —3 a ii 
Ca = Uta = (r 78) (08 r) = 08 0 7 Dors 
on a, d’ailleurs, 
| var eaaa 
on en déduit 
RE À a ES PV die mie 
He E Lette Jr L 1; 
retranchons des deux membres la somme des racines de l'équation (2), 
ou — 1, il viendra 


ut 1 HEr Hr) ts, 
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d’où l'on conclut ce = ; = . Ainsi, cha en ù est 
8 — tu = 
(8) ++ r à: 
Remarquons d’ailleurs que le coefficient Ca de l'équation (7) est égal à 
rx<r$ où à rx Ei Si iia à Punité ; Péquation (7) devient ainsi 
(9) — ux + 1—0. 


La résolution de SEM (2) est ramenée de la sorte à la résolu- 
tion des quatre équations successives du second degré 


aini ó t — zt —1—=0, 


ER S 
-u+ = 0, æt—us+i=0 


Théorème de Cótes. 


193. — Les diviseurs du premier degré des polynomes 


m — R (cos « + à sin «) 


et æ” — R (cos « — i sin a) 
sont représentés = les formules 
1 a Er ktea 
2e (cos EET —+isin BAE ES à 
di 2k 
= e -— e reo mAP a A 5 ), 


dans lesquelles k% reçoit les m valeurs 

DRE Ut ana e — L 
Le. produit des diviseurs qui correspondent à la même valeur de # 
donne le trinome réel du second degré 


1 Ik 2 
æ? — WR” co nn a atir pa, 


Le produit de tous les trinomes que l’on Log en attribuant à k les 
valeurs 0, 1, 2,..., m—1, produit que nous désignons par la notation 


Il Méga < 21 
eh (e — xR” cos — u a zit ipn 
est égal au produit des polynomes 
[æ — R {cos « + à sin «] x [a -R (cos«— i sin a)), 
c’est-à-dire à 
a" — 9R x” cos e + R?; 
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car on a formé ainsi le produit de tous les diviseurs du premier degré 
-qui composent chacun des deux polynomes proposés. 
On a donc l'identité 


k=m—1 £ 2% 2 
(1) : À (os RE RM Ra" cosa+R?. 
k=0 © m ] 
4 


Si l’on remplace R” par r et — par œ, cette identité devient 


l RAR ES L 
o| FE | —2racosf o+ epre anaran cosmo”, 


Cela posé, soit un polygone régulier de m còtés inscrit dans un cercle 
de rayon r (fig. 62); à partir du sommet Ao 
portons larc A,B égal à la valeur absolue 
de ®, dans le sens AAi- si w est positif, 

dans le sens À, A, si w est négatif ; sur le 
rayon OB portons, à partir du centre, une 
longueur OM égale à x; et enfin, jcignons 
le point M à tous les sommets du polygone. 
Le triangle MOA, donne 


Fig. 62. 


ae 2k 
MA, = x? — r ag cos (+ =z) +r?; 
on a donc, en vertu de l'identité (2), 
(3) MA, . MA, .. NA, re MAn = 2" — Q a” cos mo + 1°”, 


COROLLAIRE I, — Lorsque le rayon OM passe par le sommet Ao du 
polygone, ona w = 0 et l'égalité (3), dont le second membre devient 
un carré, se réduit à 


(4) MA . MA: . MA»... MA 


On prendra le signe + si le point M est en dehors du cercle, le 
signe — sil est dans l’intérieur. 


à er (x” — is E 


COROLLAIRE II. — Lorsque le rayon OM partage en deux parties 
égales Parc AoAm-1, On a © =— , et l'égalité (3), dont le second 
membre devient encore un carré, se réduit à | 


(5) MAo . MA, .MAs... MAmi = 2” + r". 
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CHAPITRE IV 


Développement des fonctions circulaires en séries. 


DÉRIVÉES DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 
Dérivées du sinus. 


494. — Soit la fonction 
j yesin g. 

On appelle dérivée d’une fonction la limite du rapport de l’accrois- 
sement de la fonction à l'accroissement de la variable, quand ces deux 
accroissements tendent vers zéro. 

Lorsqu'on donne à la variable æ l'accroissement h, la fonction 
éprouve l’accroissement 

k = sin (x + h) — sin g. 


Si l'on prend le rapport des deux accroissements et que l’on trans- 
forme la différence des sinus en un produit, on a 


CA h 
e a. a aa — 
k __sin(@œ+h)—sinz _ pi cos (x ++ 
Ron h E h ; 
ou 


Quand l'accroissement À de la variable tend vers zéro, le rapport 


pa 
sin — 


ñ du sinus à l'arc z tend vers l'unité, tandis que le second 


2 
facteur se réduit à cos æ ; le rapport + tend donc vers une limite 


égale à cos æ, et l’on a 
y! = COS 2. 


Ainsi la dérivée du sinus est le cosinus. 
Dérivée du cosinus. 
195. — Soit la fonction 
Y = COS &. 


å 
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On a de la même manière 


—?sin h sin (e+ 5) sin a 
k _cos(æ+h)—cosx 2 2 2 


h h h 7 


ñ sin (e+ z} 
2 ! 
et, en prenant la limite du rapport 

y’ = — sin g. . 
Ainsi la dérivée du cosinus est le sinus pris en signe contraire. 


Au moyen de ce qui précède, on obtient aisément les dérivées 
successives du sinus ou du cosinus : 


4. == 60 ©, Y.. = COS %, 
AEE y’ = — Sin 7, 
yee = — Sin %, yh = — COS x, 
y" = — COS g, y =D, 
y" = sin w, y" = cos x, 


On voit que les dérivées se reproduisent périodiquement de quatre en 
_ quatre. 
| Dérivées de la tangente et de’ la sécante. 
496. — On obtient la dérivée de la fonction 
y = tang T, 


y j ù æ-- 4 
en prenant la dérivée du quotient : , ce qui donne 


VE cos? æ + sin? æ _ 1 | 
COS? æ cos? x 
De même la cotangente 

cos æ 

si = 

y n & ? 
a pour dérivée 
y! = = FL ro r 
simn? & 


La sécante pouvant se mettre sous la forme 
1 4 

= SEC 2 = E Cos 
y cos æ PR 


on obtiendra sa dérivée par la règle des puissances 
k ; 2 Sin E 
COS? æ 


De même la cosécante 


= 1 £ 1 
mor = F 
y -amne (sin x) 
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. 29 
ot 


0 


a pour dérivée 


riai EE 
LD 0 RE‘ 
Dérivées des fonctions circulaires inverses. 


> #97. — Nous avons dit (n° 11) comment on définit les fonctions 
circulaires inverses ; on donne la valeur y, de la fonction qui corres- 
pond à une valeur +, de la variable; quand x varie d’une manière 
continue à partir de £o, l’un des arcs varie d’une manière continue à 
partir de yo ; cet arc variable est la fonction. 
Soit la fonction inverse 
y = arc Sin £. 


On en déduit 
sin y = 2. 


Si l'on appelle : Ax et Ay les CTA simultanées des variables vety, 


nousavons vu que le rapport 5 tend vers une limite égale à cos y; 


Ay 


le rapport inverse à tend donc vers une limite égale à et 
L 
Ton à 
et FR 
Y = os y. 


Puisque sin y = æ, on a cos y = + V1 — x? ; si l’on reitipidce cos y 
par sa valeur, il vient 4 
y =t 


DRE ET Ee 
Il faudra mettre devant le radical le signe de cos y; si larc se ter- 
mine dans le premier ou dans le quatrième quadrant, on prendra le 
signe +; s’il se termine dans le second ou dans le troisième, on 
prendra le signe — 
On obtient de la même manière la dérivée de la fonction inverse 


y = arc cos g 
On a, en effet, - 
COS y = 2. 


A% 

Nous avons vu que le rapport T tend vers une limite égale à 
; : A 

— sin y; On en conclut que le rapport inverse < tend vers une li- 


mite OEE LEA a donc 
sin y | 
y bras, ef 


ny Vie 
On mettra devant le radical le signe de sin y. 
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Considérons enfin la fonction inverse 
à y = arc tang x. 


On a 
tang y = x. 
Le rapport i ayant pour limite aapi le rapport inverse a pour 
limite cos? y ; on a donc 
y! = COs y. 
Mais on sait que 
cos? y = E EDS 
Y= F tangy 1+? 
on en conclut 
Ft 
ue die 


DÉVELOPPEMENTS DES FONCTIONS SIN æ ET COS æ. 


£98. — l emme. Si l'on désigne par æ un nombre fixe que l’on peut 
supposer aussi grand que l’on voudra, et par n un nombre entier va- 
riable, la quantité 


x" 


IR en 


tend vers zéro, quand n augmente indéfiniment. 

En effet, soit p le nombre entier égal à æ ou immédiatement infé- 
rieur à æ, et supposons n plus grand que p, on a 
T ( æ x æ g £ rM 


LE o ans, . q1, se 


Laden A © A ETE 
d'où 
a” LE z) æ 
tlun AN DeD e 


Or, lorsque n croît indéfiniment, le facteur 2 tend vers zéro ; le fac- 


1 
tend aussi vers zéro. 


teur $ s F ns +) restant fixe, le produit de ce facteur par £ 


4 


499. — Supposons que la variable œ croisse à partir de zéro, et 
considérons l’inégalité 


1 — cos x > 0. 5 
Le premier membre est la dérivée de la fonction æ—sin æ+-C, dans la- 
quelle C désigne une constante: choisissons cette constante de manière 
que la fonction primitive s’annule avec æ, ce qui exige que l’on ait 
C=0. La fonction +—sin v, ayant sa dérivée positive, va en croissant; 


WwWw.rcin.org.pl 


. DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 207 
comme elle s’annule pour x = 0, elle prend des valeurs positives de 
plus en plus grandes. On à donc pour toutes les valeurs positives de x, 

æ — sin z >Q. 
Le premier membre de cette seconde inégalité est la dérivée de 
C 
sp 1 
fonction primitive devienne nulle pour æ = 0 ; cette fonction, ayant 


sa dérivée positive, va en croissant; comme elle s’annule pour æ —0, 
elle prend des valeurs positives, et l’on a encore 


7 — cos x ; prenons la constante égale à — 1, afin que la 


w 1+ r toss>o. 


Si lon répète indéfiniment cette même opération, en déterminant à 
chaque fois la constante arbitraire, de manière que la fonction primi- 
tive s’évanouisse avec la variable æ,'on obtient la suite des inégalités 


1 — cos & > 0, 
Z — sin s > 0, 
jp 0 
3 

axe 22 nn + sin æ > 0, 

g? æ* 

L Meme a 2 5 TERT eu — cos x > 0, 
On en déduit 

cos sr À, 

RTS 

x? æ* 

se DRE E, MERE WE D WE Ya 


Donc, si l’on considère la série indéfinie 

ge gs 
ran O A ARA A 

la fonction cos æ est comprise entre les sommes que l’on obtient en 

prenant d’abord les n premiers termes, puis un terme de plus ; par 


suile, la valeur exacte de cos x est égale à la somme des n premiers 
termes, augmentée d'une fraction du terme suivant; on a ainsi 
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g2 Pr pea? g's g 


Mes TNE CEA E O ER: 
en désignant par 0 un certain hombre moindre que lunité. Or, lors- 
que n croît indéfiniment, la quantité 


a?" 


"T3. A 
tend vers zéro, d’après le lemme démontré ; par suite, la somme des 
n premiers termes de la série 
22 PA 
M ni RUE de 2 5 di 
tend vers une limite égale à cos æ; on a donc 


: 


: PSE TT. 0 gt ns 
ds re Me 
On déduit aussi de la suite des inégalités les deux formules 
i 3 5 pemi grt 
{3) sinx= Ra PR Eu RER PERS. HUE cie MS À 
RATE E EETA E AP BnF)’ 
23 g’ 


(4) RE AA à se M 


Les formules (1), (2), (3), (4), ont été démontrées pour toutes les 
valeurs positives de la variable æ ; mais si l’on observe que cos æ ne 
change pas quand + change de signe en conservant la même valeur 
absolue; que, d’un autre côté, les seconds membres des formules (1) 
et (2) restent aussi invariables par ce changement, on voit que les 
formules (1) et (2) sont vraies qund æ est négatif. On reconnaît de la 
même manière que les formules (3) et (4) conviennent aussi aux arcs 
négatifs. 

A l’aide des formules (2) et (4) on calcule aisément le cosinus ou le 
sinus d’un arc donné quelconque avec tel degré d’approximation qu’on 
le désire. Lorsqu'on prend pour le sinus d'un arc.très-petit æ larc 
lui-même, on commet une erreur relative, très-petite ; nous avons 


3 
démontré (n° 47) que l'erreur commise est moindre que Z; mais lá 
formule (3) nous montre que, quel que soit larc, lerreur est moindre 


æ ; À 
que —— Nous avons démontré aussi que, si l’on prend pour le 


à \ 5 dit i &* 
cosinus la quantité 1 — = + l'erreur commise est moindre que 6; 


+ 
a formule (1) montre que cette erreur est moindre que S j 
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DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION ARC TANG g. 


200. — Afin de préciser le sens de la fonction arc tang æ, nous 
supposerons qu’elle s’évanouit avec æ et qu’elle varie ensuite d’une 
manière continue avec la variable. 


La fonction arc tang æ a pour dérivée ; par la division, cette 


1 
1+x? 
dérivée se développe de la manière suivante : 
2n 


1 2n —2 Ua 
hu stat gt a L...Tx Li 
Fe Tr: PE TF o’ 
d’où 
AE. SE a" a?" 
1— x2- g — x’ BE —… 
Le premier membre admet pour fonction primitive 


æ a , 5 æ1 Cars Me 
arc tang x -5t E, Diak . =a) 
En désignant cette fonction par + + (æ), on a - 

1 
Ey 2A Eaa CE 26 er 22 
g (2) pr C T a n a") — pps 


ou plus simplement 


ger 


Aai E 


D'ailleurs, la fonction g (x) s’annule avec la variable æ. 


on 


La quantité TE étant positive et inférieure à e", on a les 


inégalités 
g" (æ) > 0. 
g (x) — a” <0. 
La fonction y (x), ayant sa dérivée positive, croit avec w, comme elle 


s'évanouit pour y = 0, elle prend des valeurs positives croissantes, 
2n+1 


2n E E 

dérivée négative, décroil au contraire quand æ croît ; comme elle s’é- 

vanoult aussi avec x, elle prend des valeurs négatives quand x croit 

à partir de zéro. On a donc, pour toutes les valeurs positives de æ, 
;2n+1 


quand x croît à partir de zéro. La fonction p (æ) — ayant sa 


æ 
Ag EE CRC AIT 6 
ou 
gerth 


14 
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a+ 


Ainsi la fonction % (x) a une valeur positive inférieure à ait 


? 


l’on pourra écrire 


ga" 


FES ape 


en désignant par 0 une quantité positive plus petite que lunité. On 
en déduit | | 
£ x3 a x gart! 
arc tang z = = — ~- + = — EE ———. 
z ec Poe = ni 
Supposons maintenant que la variable æ soit inférieure, ou au plus 
égale à l'unité ; si l’on fait augmenter n indéfiniment, le terme com- 
2n+1 


plémentaire ee tend vers zéro ; on en conclut que la somme 
des n prenons” termes de la série 

BH 

Ta Te 5 


tend vers la limite arc tang æ ; on obtient ainsi le développement de 
arc tang æ en série convergente 
æ  aæ g3 

g arc tang z = — — —— + —... 

j ada ST er S 
pour toutes les valeurs de æ inférieures ou égales à l'unité. 

Cette série convient aussi aux valeurs négatives de æ comprises 
entre 0 et — 1, puisque les deux membres changent de signe avec x, 
en conservant la même valeur absolue. Ainsi la série (5) est conver- 
gente et représente la fonction arc tang æ, quand æ varie de — 1 à 
+ 1 inclusivement. 


Calcul du rapport de la circonférence au diamètre. 


2@1. — Nous avons obtenu le développement de la fonction 
arc tang æ en série convergente 
æ g? æ? 
5 arc tang e = — — -~ + ———... 


poùr toute valeur de æ inférieure ou égale à Punité. Cette série permet 
de calculer la longueur d’un arc dont on connaît la tangente; il en 
résulte plusieurs manières de déterminer le rapport de la circonfé- 
rence au diamètre. 


1° L’arc qui a pour tangente l’unité est la moitié du quadrant ou $ i 
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En Mismi æ = 1 dans la série, on a MP 


1 1 
-EE FT 
(6) — 3 PESA 
Mais cette série ne converge pas assez Kaos et il faudrait un 
trop grand nombre de termes pour obtenir m avec quelque approxi- 
mation. On a recours à d’autres procédés. 


20 L’arc F a pour tangente s , en faisant æ Re Ml dans la 
3 
série, On a 
r V3 1 1 1 
m opri tra ed 2). 
3° En appelant a larc qui a pour tangente ak , On'a la série 


2 
BE PERS: Er 
Meg Fat 


qui converge plus rapidement que la précédente, et qui donne une 


portion a du demi-quadrant = . Pour avoir la partie complémen-. 


s T Y 
taire, posons b = T Ei a, d'où 


T 1 ; 
i x ang tang:a ETT i 
aO D a a a a ia 


1 + tang + tang a pa à 


Ainsi larc b a pour tangente + , et se développe de la manière sui- 
vante 
x 1 1 1 
ETE RON re 
de 3 . 39 + 5,:-3? 
En ajoutant les deux arcs a et b, on a += a + b. 
De cette manière; l'arc _. est donné par la somme de deux séries. 


4° Partons maintenant de Parc qui a pour tangente _ , et appe- 
lons a cet arc 


| 1 1 
AE aE a US OA 
En doublant cet arc, on a 
2? tang a 3 


tang 24 =" 
Lune à: tang?a 4 
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L’arc 2a est encore plus petit que z appelons b la différence i — ?a, 


d'où 
1 — tang 2a _ 1 


mes de 5 T 


L’arc b qui a pour tangente = est donné par la série 


1 i! ' $ 
. 7 3.7 
T 


On a donc z = ?2a + b. 
5° On obtient des séries très-rapidement convergentes en partant de 


v! à 1 
Parc a qui a pour tangente FT: 


Si l’on double cet arc, on a tang 2a ose En doublant encore une 


12 
fois, on a tang 4a = IT Cette dernière tangente étant un peu plus 


grande que l'unité, l'arc 4a est un peu plus grand que T ; appelons 


b la différence 4a — ih „et calculons la tangente de cet arc, 


L’arc très-petit b, dont la tangente est sa , Sera donné par la série 


1 1 1 
Pgo E T 
et l’on aura 
— = 4a — b, 
a Pile LH 2 4 4 
d'où z=l6a—ib= EE — -h rar tH 


Ces deux séries convergent très-rapidement, surtout la seconde. Aussi 
cette dernière formule est-elle de beaucoup préférable à celles que 
nous avons données précédemment. 

Voici le calcul de 7 avec 15 décimales exactes, au moyen de la 
formule précédente. 
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Calcul de 16a. 


rd SPT) ja = 3,2 
1E 0,128 = 0,001024 
Dm 0,00512 S = 0,00000 09102 22222 22 
-$ = 0,00020 48 y = 0,00000 00010 08246 15 
-1$ = 0,00000 8192 | -pr = 0,00000 00000 01233 61 
-16 — 0,00000 03276 8 | 2 = 0,00000 00000 00001 59 
Se = 0,00000 00131 072 3,20102 49112 31703 57 . 
Sa — 0,00000 00005 24288 > aa — 0,04266 66666 66666 66 
7 = 0,00000 00000 20991 52 7 = 0,00002 92571 42857 14 
<a — 0,00000 00000 00838 86 -E = 0,00000 00297 89090 90 
-5 = 0,00000 00000 0003355 -Srs = 0,00000 00000 34952 53 
i roses = 0,00000 00000 00044 15 


0,04269 59536 53611 38 
16a = 3,15832 89575 98092 19 


Calcul de 4b. 


ER. 
M — 0,01673 64016 73610 16 


4 x 
—— = 0,01673 64016 7364 
739 0,01673 64016 73640 17 


4 

Gags — 000000 02929 79101 44 m = 0,00000 00000 01025 88 

4 pat sciig LPS varatun 

93g5 — 000000 00000 05129 44 0,01673 64016 74666 05 
4 

sgg — 000000 00976 66367 14 


4b = 001673 63040 08298 91 


Calcul de T. 
16a = 3,15832:89575 98092 19 
4b = 0,01673 63040 08298 91 


m = 3,14159 26535 89793 28 
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Il faut prendre onze termes dans la première série, trois dans la se- 
conde, en tout sept termes positifs et sept termes négatifs. On déduit 
chacun des termes de 16 a du a es en divisant celui-ci par 25, 
c'est-à-dire en multipliant par 4 et divisant par 100. On a calculé tous 
les termes par défaut avec une erreur moindre qu'une unité du 
17e ordre décimal ; l'erreur provenant des termes négligés dans chacune 

_des séries est inférieure au premier des termes omis ou à l'unité du 
17e ordre ; d’ailleurs ces deux dernières erreurs sont de sens con- 

ctraires ; l'erreur totale est donc inférieure à huit unités du 17° ordre, 
et l'on a +, par défaut, à une demi-unité près du seizième ordre décimal : 


TZR 14159 26535 89793. 


DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION €”. 


20%. Nous distinguerons deux cas, suivant que l'exposant est po- 


sitif ou négatif. 
1° Considérons d’abord le cas où l’exposant est négatif. Soit æ un 
nombre réel et positif d'une grandeur quelconque ; de lPinégalité 


Î rs ee À 0 
on déduit successivement Ù 
BA es LÉ 0. 
Gd g2 Le 
is D jrs dés hic 


BH g2 x3 -x 3 
e uai aE a E 7 0 


il en résulte + 
=i n 
NT A E o de LA PRES NM œ 
4026 4h08 es ÉTAPE NUE” 
o étant un nombre compris entre 0 et 1. Lorsque n croit indéfiniment, 
| f | 
la quantité o = — tend vers zéro ; donc 
æ? x3 
E 11219 


2° Considérons maintenant le cas où l’exposant est positif. Suppo- 
sons que la variable positive æ ne dépasse pas a ; des inégalités 


1e <0 —…é > 0, 


@ = + ES 
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on déduit, en opérant comme précédemment, 


+2 
[ès 
ct 


gr i 
t+? ETa, <0, 1+° =a R >0, 
ni 80, ! mai 
itatea =E <0 Atita tiz ' 
n Per AR E Ne 
21 i L” 
O e aeae ENE 


0, étant un denis ere entre 0 et 1. Il en résulte 
2 3 
4 A a Se EU S 
ë PUNTTA TENT 
On peut remplacer les formules (2) et (4) par une seule d’entre elles 
en donnant à la variable æ toutes les valeurs réelles de — œ à +. 


SÉRIES IMAGINAIRES. 
203. — Soit 
(1) Uo + Ui HU + Us... 
une série dont les termes sont imaginaires et ont respectivement pour 
valeurs - 
“Go + bot, as bu, a+ bai... 
on dit que la série (1) est convergente, lorsque chacune des séries 


(2) Qo + a +aa+... 
(3) bo H bi ba +... 
est convergente ; en appelant A et B les sommes des séries (2) et (3), 
A + Biest la somme de la série (1). Quand l’une des séries (2) ou (3 
est divergente, la série (1) est également divergente. 

Considérons la série 


(4) To + Ta + Ta + rs +... 
dont les termes sont les modules des termes de la série (1); les valeurs 
absolues des termes des séries (2) et (3) sont moindres que les termes 
correspondants de la série (4); donc, lorsque la série (4) est conver- 
gente, chacune des séries (2) et (3) est aussi convergente. Ainsi, une 
série imaginaire est convergente lorsque la scrie réelle formée avec 
les modules de ses termes est convergente. 

Une série peut être convergente sans que la condition précédente 
soit remplie. Considérons, par exemple, la série 

1 1 yi i 
DEA aa 
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dont les termes, alternativement positifs et négatifs, vont en décrois- 
sant et tendent vers zéro; on sait que cette série est convergente, la 


série 
d 1 1 1 
1 LATTES +... 
formée avec les modules des termes de la précédente, est divergente. 


204. — Nous avons démontré que l’on a, pour toutes les valeurs 
réelles de la variable x, 


æ? x 
6) nes DRE Re PE LA OE 7 V "le 
g? w+ 
(6) cos x = 1 — T EAE AT IE TIE FE Se 
Pik k S 
(7) e =1 ++ M e e A ES 


On voit facilement que si, dans les séries (5), (6), (7), on donne à la 
variable æ une valeur imaginaire quelconque, les séries restent con- 
vergentes. Soit, en effet, p le module de la variable æ, les séries 
formées avec les Re des termes des séries (5), (6), (7) sont 


Le ae me tem Ar 
T3 {7213.45 i 


FM nai 

1 + LAN EE M 
ld 

LA E E EN A i 


la dernière est convergente et a pour somme €? ; chacune des séries 
imaginaires est aussi convergente. 

Puisque les séries (5), (6), (7) ne cessent pas d’être convergentes, 
lorsqu'on donne à æ une valeur imaginaire quelconque, il est naturel 
de prendre les valeurs de çes séries comme définitions des fonctions 
sin æ, cosæ, e7, quand la variable æ devient imaginaire. On définit 
ensuite les autres fonctions circulaires par les formules 


(8) tanp æ = = : X (10) séc. = = TY 
S 
(9) côt aa us 4 , (Li): coséc æ — 1 i 
sin æ sin æ 


démontrées dans le cas où la variable est réelle. 
Pour que l’on puisse se servir des fonctions que nous venons de 


définir et dont on fait un grand usage en analyse, il est nécessaire de 
connaître leurs principales propriétés. Nous considérerons d’abord la 


fonction exponentielle e*. 
m 
205, — LEMME. L'expression ( -+ ï) , dans laquelle on donne 
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à m des valeurs entières et posilives qui croissent indéfiniment, a 
pour limite e. 


Le nombre m étant entier et positif, on peut développer (i + zy 


par la formule du binome, et lon a 


Dae a ay EVE 9 
ou 

3 a DNS. + ARE 
(12) Te a C 


` Comparons ce développement à la série qui définit e7, 
x n 


4 æ x2 T? T 
e AE E F E EA RE 
Soient Sn la somme des n premiers termes de la série (7), S’, la somme 
m 
des n premiers termes du développement de ( + Z) , Rn et R’nles 


m 
quantités qu’il faut ajouter à Sn et S’, pour obtenir e” et (i ++) ; 
on aura 


d’où 
( pe ay LOL IS E Na R. 


Les valeurs de R, et de R', sont 


1 
z" at 


he to NE 


SAR Hi 
Désignons per p le module de x; puisque la série 
p? ra 
itf tT 5 7123 is hs 
est convergente, on ca mn n assez grand pour que la somme 
n n+1 
P p 
13 Sr EEE. a 
Fe +. D gr LE 


soit moindre qu’un nombre ist à. Les termes de la série (13) sont 
les modules des termes correspondants de la série qui définit Ra; on 
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sait d’ailleurs que le module d’une somme est plus petit que la 
somme des modules de ses termes ; il en résulte que le module de Ra 
sera moindre que à. La quantité R’, a un nombre limité de termes ; 
le module de chacun d’eux est moindre que le terme correspondant 
de la série (13); donc le module de R’, sera aussi moindre que à. 
Cela posé, laissant le nombre n fixe, on peut irouver un nombre p 
tel que m étant plus grand que p, le module de la différence entre 
les deux polynomes S'a et Sna reste moindre que ô. Il résulte de là 


que, lorsque m dépassera p, le module de la différence entre (i + z) 


5 e, module inférieur àla somme des modules des trois quantités 
S'a — Sn Raet — R'a, sera plus petit que 33; on en conclut que, 


lorsque m augmente indéfiniment, la quantité (i +2)" tend vers 


une limite, et que cette limite est €”. 


206. — Nous avons supposé que x reste constant, quand on fait 
croître m; avant d'aller plus loin, il est nécessaire de généraliser le 
théorème et de supposer x variable en même temps que m. 

Si la variable æ tend vers une limite x,, lorsque m augmente 1n- 

. . m . . 
définiment, Pexpression {1 +- =) a pour limite e”™‘.. Appelons p, le 


as de x, etr un nombre fixe plus grand que p,. La quantité 
71 est définie par la série 
2 


2 
lå ie er Aal HEC De Mit ML DS M2 
(14) PE RE e TT M EAG 


soit S”a la somme des n premiers termes de cette série, R/, le reste. 
Puisque la variable x tend vers la limite æ,, quand m augmente in- 
définiment, on peut trouver un nombre entier p tel que, quand m 
dépasse p, la différence æ — x, ait un module inférieur à un nombre 
donné e plus petit que r — p, ; alors le module de æ restera moindre 
que r. La série 

r3 


r r? 
Mdk eiT A MEL 


est convergente, et lon peut prendre n assez grand pour que la 
somme des termes i 
n+1 


n 
r E 
OR PISTE De A EME TE UE FH 


pris à la suite des n premiers, soit moindre qùe 5; les quantités R; 
et R'a auront alors des modules inférieurs à 5. On peut supposer en 
outre e assez petit pour que le module de æ— x; restant inférieur à e, 
celui de la différence des polynomes $/, et S'n reste inférieur à à; par 
conséquent, lorsque m dépassera p, la différence entre les modules de 
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(i af Za” et de e™ sera inférieure à 35. On en conclut que ( -p 5 
tend vers une limite égale à e”. 
207. — Soient x et y deux quantités imaginaires quelconques, on a 
e = lim (1 An zy, é— lim (1 ne 4), 
m m 
d'où å 


AE E NELA E A) iiy 
E = im (14-2) = tim (1 + 


= lim [( n zy x< ( na 2y] 


+ xy m 
m 


= lim l + 


Les quantités æ et y étant constantes, la quantité variable æ + y + LL. 


a pour limite x+y, quand m augmente indéfiniment; par je 


Ty \ 
EYE Pr 
d’après le lemme précédent, lexpression |1 Serres 1211 tend 
vers une limite égale e”. On a donc 
(15) ie 
Ainsi, pour faire le produit de deux eæponentielles imaginaires, il 
suffit d'ajouter les exposants. 


La règle est la même que celle qui a été démontrée en n algèbre pour 
les exposants réels. 


ay, 


208. — Si, dans la série par laquelle on définit e°, on remplace æ 
par xi, æ étant une quantité réelle ou imaginaire, on a 


w (æi)? (æi)? (æi)* 1 
Tes bdp y D AA WETE DAT de D A AAA 


FN re D SEA AS CE 
i ++ | po ir 1 PR 

On remarque que les deux quantités entre parenthèses sont les séries 

qui représentent les fonctions cos æ et sin x, quand la variable x est 


réelle, et qui définissent .ces mêmes fonctions, quand la variable est 
imaginaire. On à donc la relation 


(1) e” — cos æ + isin w. 
On obtient de la même manière 
(17) e% = cos x — i sin &. 
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En ajoutant ou retranchant membre à membre les deux relations 
précédentes, on en déduit 


Pre 
(18) Cos À — i , 
PE TE 
æi vi 
(19) pahpir : + Lite 
? 2i 


A l’aide de ces deux formules, les fonctions circulaires se trouvent 
ramenées à la fonction exponentielle. 


209. — La fonction exponentielle e7, dans laquelle la variable x 
est quelconque, est une fonction périodique, ayant pour période ri. 


On a, en effet, 


Cr M, a $ 3 
e™ = cos? r +isin?2r— l; 


si on ajoute ?ri à la variable, la fonction devient 
WE 


v 


e'i X CM =e, 
et reprend sa valeur primitive. On a aussi 


e7 = cos T + i sin r = — 1; 


si à la variable on ajoute la moitié d’une période, savoir #1, la fonc- 
tion devient 
et 6° x €” e ; 


elle reprend la valeur primitive changée de signe. 


240. — Il est aisé d'étendre au ĉas où la variable est imaginaire 
les propriétés. des fonctions circulaires que nous avons démontrées 
dans le cas où la variable est réelle. Nous remarquons d’abord sur les 
formules (18) et (19) que, si on ajoute ?x à la variable imaginaire x, 
les exposants étant augmentés ou diminués de ?ri, les fonctions ex- 
ponentielles, et par conséquent ies fonctions cos æ.et sin æ reprennent 
leurs valeurs primitives; ces deux fonctions admettent donc la pé- 
riode 2r. Si on ajoute la moitié d’une période, c’est-à-dire x à la va- 
riable, les deux exponentielles changeant de signes, les deux fonc- 
tions cos æ ct sin æ changent de signes. On voit ensuite que cos (— x) 
= COS æ, sin (— æ) = — sin x, cos? æ + sin? s= 1. On à aussi, d’a- 
près la formule (18), 

(æ+y)i —(æ+y}i e" Pdi o” ot 

cos (x + y) = Le ee ee 
— (cos æ—i sin x) (cos y+-i sin y) + (cos x—À sin æ) (cos y—i sin y) 
9 ° 2 


et, en effectuant les produits, 
(20) cos (æ + y) = COS æ cos y — sin æ sin y. 
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On obtient de la même manière 
(21) sin (x + y) = sin æ cos y + sin y COS w. 
241.—Proposons-nous maintenant de calculer les valeurs des fonc- 


-tions pour une valeur imaginaire a + bi attribuée à la variable æ. 
On a d’abord l 


(22) EE et >x< e” = e" cos b + à sin b); 


Cest une quantité imaginaire ayant pour module e*, pour argument b. 
On.a ensuite : 


| latoi 1 atoni aiai 
cos (a + bi) TT En ta ah Né 23 
2 i2 
paa h RAA 
(23) cos (a + bi) = 00 a—i = sin a. 


On obtient de la même manière 


b —b b —b 
@4) sin (a+ bi = Ke sin ahi cos a. 


212. — Après avoir étudié la fonction exponentielle et les fonc- 
tions circulaires directes, nous nous occuperons des fonctions inverses. 
Nous avons vu qu’on peut toujours mettre une variable imaginaire 
sous la forme æ = 7” (cos « + à sin «), ou plus simplement æ = re”. 

On appelle logarithme népérien de œ toute quantité y de la forme 
a + bi, telle que l’on ait e” — x, ou 


Pa A e"; 


bi bi . : ER A 
nous avons vu que e“*”", ou e° >x< e”, est une quantité imaginaire qui 


a pour module ef et pour argument b ; pour que cette quantité soit 

égale à la quantité re”, dont le module est r et Pargument «, il est 

nécessaire et il suffit que les modules soient égaux et que les argu- 

ments soient égaux ou diffèrent d’un multiple de 2x; on aura donc 
=r, b—=a+kr, 


k étant un nombre entier quelconque. Le nombre réel a est le loga- 
rithme népérien réel du nombre positif r, tel qu'on le définit en 
algèbre; nous le représenterons par lr. On conclut de là que la quan- 
tité x admet une infinité de logarithmes; si on appelle Læ l’un quel- 
conque d’entre eux, ces logarithmes sont donnés par la formule 


(25) Le = Ir + (x + 2km)i. 


Lorsque æ est un nombre réel positif, on peut prendre x = 0, et 
l'on a 
Lg = lir + 2kri; 
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un seul des logarithmes est réel. Lorsque æ est un nombre réel 
négatif, on peut prendre x = r, et l’on a 

La = ir + 2k + ljri; 
tous les logarithmes sont imaginaires. 

A chaque valeur de æ correspondent de la sorte une infinité de 
valeurs de y; si l’on fait partir la variable æ d’une valeur particu- 
lière £ et que l’on considère l’une des valeurs correspondant yo de y, 
quand æ variera d’une manière continue, l’une des valeurs de y 
variera d’une manière continue à partir de yo ; cette suite continue 
de valeurs constitue une fonction. 


283. — On exprime les fonctions circulaires inverses à l’aide de. 
la fonction logarithmique. Le symbole y = arc tang æ désigne une 
quantité y telle que l'on ait tang y = x; mais, en vertu des relations 
(18) et (19), on a 


on en déduit 


t aes 1 T ai 
ak —aœi 
d’où 
AL: 54 + PCR 1 + œi 
RG) | Ah hr den 
A y à 1 + æi 
Si l’on appelle r’ le module du quotient SET à et x son argu- 
ment, On sait que 
DO SOUS LAS 
1 — xi 
il en résulte 
! TTP 
MEN ES 
Le coefficient de à est constant, et la partie réelle admet une infinité 
de valeurs qui forment une progression arithmétique dont la raison 
est m. Si l’on appelle y, l’une des valeurs de y, toutes ces valeurs 
sont représentées par la formule y = yı + kr. 


Considérons maintenant la fonction inverse y = arc cos æ. D’après 
la définition de y on a cos y = æ; mais on sait que 


e” — cos y + à sin y = æ + iy1— x, 


on en conclut 


(27) y=—iL(r +i VT = zx). 


Appelons 7’ et 1” les modules des deux quantités œ + i VT = x?, 
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a’ et a” leurs arguments; ces deux quantités, ayant leur produit égal 
à l'unité, ont leurs modules réciproques et leurs arguments égaux et 


i ; pe 1 | 
de signes contraires; ainsi 7” = Fh a” = — !, et les diverses 


valeurs de na i ponas dans les deux formules 
d + 2kr) — ilr’ 
re ML Qkr) — ilr” = (— à! + kn) + ilr. 
Si l’on ane yı l'une des valeurs de y, toutes ces valeurs sont 
représentées par la formule y = ?kr + yı. Quand la variable æ est 
réelle ct plus petite que l’unité en valeur absolue, on ar’ = 1” =1, 
toutes les valeurs de y sont réelles ; autrement elles sont toutes ima- 
ginaires. 
On obtient de la même manière les valeurs de la bas inverse 
y = arc sin æ. De la relation sin y = +, on déduit 
e — cos y + i sin y = ist VI — r, 
(28) y => il lir + Vi — a). 
Appelous 7 et r” les modules des deux quantités iæ + VI — z?, 
a! et g” leurs arguments ; ces deux quantités ayant leur produit égal 


1 » 
à— 1l, oma Ages et &/ — r — a’; les diverses valeurs de y sont 
représentées par les formules 

y = (a + lkr) -- ilr’, 

y = Êk + tx >a’ + ir! 


Si lon désigne par y, l’une des valeurs de y, toutes cès valeurs 
sont comprises dans les formules y—?kr+7, et y—(24+1]r—y,. 
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Décomposition des fonctions circulaires en sommes 
3 de fractions. 


244. — Nous avons vu, n° 152, comment, lorsque la variable z 
est réelle, on exprime tang mz par une fraction rationnelle en tang z. 
D’après les propriétés des fonctions circulaires d’une variable imagi- 
naire démontrées au chapitre précédent, la même formule s'applique 
lorsque z est imaginaire, Si l’on pose tang z = y et 


mm — 1) (m — 2) 


À Coté TE vus ss EE i +... 
m(m— 1 —1) (m—2) (m—3 
T A RE O9) 
on a 
, LO) _ FO), 
tang ME ue cot mz = Ry) 


Nous nous proposons de décomposer ces deux fractions rationnelles 
en des sommes de fractions simples. 


On sait qu'une fraction rationnelle quelconque , dont le di- 
viseur 4{y) est égal à un produit 


(y — a) (y —b) (y —c)...(y —À 
de facteurs binomes tous différents, peut se décomposer en une somme 
de fractions simples 
B 


À 
+ RE FR aeeai 


y — l’ 

augmentée d’un polynome entier en y, quand le degré de #(y) sur- 
passe celui de 4{y) ; dans tous les cas, le numérateur de l’une des 
fractions, A par exemple, est donné par la formule 


A == pa) E 1 
Ÿ'(a) d ou A x'a) , 
xly) désignant le quotient = Yo. 
a) 


Supposons d’abord que le nombre m soit impair. Dans ce cas, le 
polynome f(y) est du degré m et son dernier terme-est + y”, le po- 
lynome F(y) est du degré m — 1 et son dernier terme est + my"; 
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il en résulte que la partie entière du quotient FU est Are 


quation f(y) =0 a m racines réelles distinctes, la racine 0, et m — 1 
racines données par la formule y=+ tang k = , dans laquelle k 


m—1 
2 
a m — 1 racines réelles et différentes données par la formule 


désigne Pun des nombres entiers 1,2,... ; l'équation F{y)}—0 


y =+ 


dans laquelle on attribue à k les valeurs 0, 1, 2,.. eu 


La décomposition en fractions simples donnera donc 


m—3 
; =} S | — — ne à TOME 
tang mz + dd = -i x | 


—tane (2 aiu o ` >d 
y—tang (24+-1) Fm y+-tang (k-+1) i 


=" C Dk 
cot mz = 4+) pie Te] 


y—tagk —— y + tang k in 


Pour avoir la valeur des coefficients A4 ou B4, il faut prendre l'in- 


verse de la dérivée du quotient FU) par rapport à y et y remplacer 


[(y) 
y par tang (24 + 1) T mais la dérivée de ce quotient par rapport 


à y est égale à la dérivée du même quotient prise par rapport à z mul- 
m 


tipliée par la dérivée de z par rapport à y, c’est-à-dire à — ————— 
£ sin? mz 


X cos? z; on en déduit 
I 
Ar = B =— —— — |, 
cos? (2k11 —— 
MERAT 2m 


On obtient de la même manière 
Cr = D; = f 
T 
m cos? k — 
m 


On a donc 
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296 
y 
ta = 7 
ng mz = À 
1 ut À bel - 
-D AP En Aty - 
' gm |9208 (2h) z yttang (kt 1) z 
LT rt + 1 be 2y 
m M k=0 cos? 2h41) aai 2— tang? (2%+1) — 
P., 8: PRAI 
1 Smet 
cot m= myt m * : AE 
! = cos? se —tang k — = 
= y gh— y+tang k T 
ERIS, ner A TO ET Yi 
T my "m dt be a; j i 
| = cos? k — y2 — tang? k — 
Pa m 


Remettons à la place de y sa valeur tang z; remplaçons chaque terme 


2 tang a ; x 
mm DER 1 uante uiva 
cos? b (tang? a — tang? b) P q Pti 

2? sin a cos a 3 
Vaka aie RAe K i ; enfin, posons mz = æ ; nous aurons finalement 
sin? a — sin? b 
"i 


de la forme 


dal agen D OL aa 1 
tang — -+ — Sin — COS — 
Gate m 


(1) tang x =— 
m = , 
jte rh sin2(24+1) okini 
2m m 
- : sin Ž cos = à ni : 
(2) cot æ = Pr e Aa ki À > aie” 
m lang — sin? k — — sin? —— 
m m 


mules 
i L _m—? 
2 2 2 ] 
(3V Moge = Sn ce So HE remEx es, 
a, sin? (2k + 1) — — sin? — 
A lm m 
| m—2 
| £ 1 Dispo g oa 1 
= n mT 5 
mtang — à sin?% — — SINn?— 
m a e 


Dans ces formules, la lettre m désigne un nombre entier quel- 
conque. Si l’on fait croître m indéfiniment, les fractions 


+ AR æ PORN: £ 
— sin —.C08 —— — sin — cos — 
| 1 m m m m m m 
MEP LL. TENAR 


3 

m MER" F T x ? T & 
m tang— sin? k —— sin? ~ sin? (24441) --— — sin? — 

m m m 2m m 
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ont pour limites 
0 1 2x 2æ 
7 æ? kr — x ? 2 4 


Qk + AP a 


et les formules précédentes donnent naissance aux séries convergentes 


k=% 1 
(6) . tang x — “>, J% A Pen 


Mais, pour établir cette transformation d’une manière rigoureuse, il 
est nécessaire de démontrer d’abord quelques propositions prélimi- 
naires. 


215. — La série 


] 1 
nm om 

dans laquelle z désigne une quantité quelconque réelle ou imagi- 
naire, est convergente. Quand la quantité z est réelle, on suppose 
qu'elle n’est pas un nombre entier, afin qu'aucun diviseur ne soit 
égal à zéro. 

Considérons d’abord le cas où z est réelle, et soit p un entier 
quelconque; quelle que soit z, on peut prendre n assez grand, pour 
que l’on ait n? — z? > p?; n étant plus grand que p, il en résultera 


(n+ 1} — 2 > (p +1, (n+ — z? > p+.. 


1 à 1 ; 
donc, à partir du .terme RE les termes de la série proposée 


seront respectivement moindres que les termes de la série convergente 


A, m A 

naren a 

et, par conséquent, la série proposée sera aussi convergente. 
Supposons maintenant z imaginaire, et désignons parr son mo- 


dule; prenons n supérieur à r, les modules des termes à partir de 
1 


- — sont moindres que les.termes de la série convergente 
n? — z 


1 
n? —r? 


1 1 
tupa pf pone 


donc la série proposée est convergente. 
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216. — Nous avons vu, n° 210, que le cosinus de l'arc imaginaire 
a + Bi est donné par la formule 


dB +er . eb — eh 
2 


cos (œ + Bi) = CRE ES E sin z; 
le module M du cosinus est égal à 
u= Vert er 8 + 2 cos 2x; 
la valeur de e°? -+ er*8 étant au moins égale à 2, on a 


M > V2 (I F cos 24 > V cos’ a, 


c'est-à-dire que le module est plus grand que la valeur absolue de 
cos z. 
Soit l'expression 


ñ T 
Bik iSi TA 
; m m 
dans laquelle æ est une quantité constante, m et Æ deux nombres en- 


tiers, le dernier ne dépassant pas _ , On peut déterminer un nombre 


p tel que, m étant plus grand que p, le module du quotient reste 
toujours inférieur au nombre-3. On a, en effet, 


halay sale SAEF 
1% D. 2 m m 
T r s {lr £ kr 
dr S as 2 ds GER ae nn E 
ue m Ep m Fa (aTa T) cos ea G rl 
la partie réelle de Parc -— na 2 est moindre que + + Gr ;si 
donc on prend m de manière que — soit inférieur uni ,le module de 
m 127 à 
kr LE EE kd 
cos (a + kà sera plus gini que cos zu 5 celui de ra | iz i; = 
L 2m m, 
: , t Toog à 
sera plus petit que 2. D'autre part, en appelant x, l'arc Rs g 
sine ct S vi T 
aa aa E de HE To T D Da 
CORAN ARR. OU TR 
sin 4 T? "g 
gA À rE 
1.458 Te 3.2 5 
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Supposons que l'on prenne m de telle sorte que le module de x, soit 
moindre que l’unité ; le module du quotient sera plus petit que 
1 1 3 
E e SÉMGNE OU ——, OÙ 5); 
1 1 1 E? 2 
CA E A pare meme A t 
m remplissant les conditions indiquées antérieurement, on voit que 


le module de l'expression proposée sera inférieur au produit ? >< A 
ou 3. 


Le module du quotient 
i e 
m Em 
aber DE TE 
sin ->y + sin ma 
qu'on déduit du premier en changeant x en — æ, sera aussi moindre 
que le nombre 3. On peut appliquer la même démonstration à chacune 
des expressions 
CRE D a sald 
lm m 


sin (24 41) -Z+ sin Z 
2m m 


m— 1 


dans lesquelles le nombre entier k reste inférieur à . Ainsi, 


lorsque m dépasse une certaine limite p, et que k est inférieur à 


dd 7 — , le module de chacun des quotients 


2 
Lo ae Ro ni 
2 2 LE TU TON AIN ere 
THE SPRL ER dé P y ou ut m? 
sin? k © — sin? © in2 (@k + 1). — sin? *. 
m m sal) 2m m 
est moindre que le nombre 9. 
247. — Ces préliminaires établis, prenons la formule (2), et com- 
parons l'expression de cot æ à la somme X de la série convergente 
1 Is 2x læ 
A uia siae at 1 e in ot A 30 


Considérons les deux termes 


Sy “meet FA 
— Sin — COS — 
m m m 


. T A 
sin? k -—— sin? — 
m 
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qui correspondent à la même valeur de k. On peut mettre la première 
quantité sous la forme ; 
m sin -Ž 
X m 4 
2 cos — >< ———— R; 
. T . LA 
m? sin? k — — m? sin? — 
m Me 


k restant fixe, si l’on fait croître m indéfiniment, les quantités 
Ea ; T : sai 
Sin et m sin k— ont respectivement pour limites æ et kr; 
m 


d’ailleurs pe a pour limite l’unité ; ainsi, dans l’expression de 


cot x, un terme de rang déterminé a pour limite le terme correspon- 
dant de X. 
Le rapport de ces deux termes est 
sin Š 
æ m kr? — x? 

—— m sin? 4 = — sint) 

m m m 
Quand m augmente indéfiniment, chacun des deux premiers facteurs 
de ce produit a pour limite l'unité. Nous avons démontré que, si l’on 
prend m supérieur à un certain nombre p, le module du troisième 
facteur reste inférieur à 9, quel que soit le nombre k, constant ou 


» di R 07 DR 
variable avec m, pourvu qu’il reste inférieur à apri On peut donc 


supposer que, quand m dépasse p, le module du rapport est moindre 
que 9(1 + e), e étant une quantité positive prise à volonté ; pour pré- 
ciser, nous supposerons ce module moindre que 19. 

Appelons n un nombre plus petit que Lars , désignons par 


Sn» la somme des n premiers termes de X, et par Ran le reste; appelons 
de même $/, la somme des n premiers termes de cot æ, et R/, le reste. 
La série formée avec les modules des termes de X étant convergente» 
on peut prendre n assez grand pour que Ja somme des modules des 
termes de Rn soit moindre que la quantité 5, si petite qu’elle soit. Le 
nombre n étant choisi de cette facon, on peut prendre m assez grand 
pour que la différence entre $’, et $, ait un module moindre que à, 
et pour que le module du rapport entre deux termes correspondants 
de cot æ et de X soit moindre que 10. La somme des modules des 
termes de R’w étant moindre que 105, la différence entre X et cot æ 
aura un module moindre que 123 ; les deux quantités cot æ et X sont 
donc rigoureusement égales, et l’on a le développement de la fonction 
cot æ en série convergente par la formule (5). 
On démontre de la même manière la formule (6). 
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218. — Il est bon de remarquer que la formule (6) est une consé- 
quence de la formule (5). 
La formule (5) peut s'écrire ainsi : 


BR: 45 ei H nr= rpa 3n—x . 3-a]? 


ET ET | 1 1 I 1 | 
a a ae in | Por o O die 
pere Dib AS EE a D 
en re À Proc | E beou 


La somme des n + 1 premiers termes du second membre est égale à 


2% 2x lx 2 1 
T? T 9x? i + 2dr° y Tok (2n— 1}2r? 33 


T kJ 


T et FONE A R 4 
: 1 UE 
mais le tome a pour limite 0, quand n augmente in- 
(2n+-1) o daan 


définiment ; on en conclut que la somme des n premiers termes de la 
série 


2e 2x 
T? MA = -T Zim en 
4 


AETR Da — %2 
4 

a pòur limite tang æ, quand n augmente indéfiniment. 
On peut, par la même méthode, opérer la décomposition de coséc æ 
et de séc x en des sommes de fractions. Lorsque m est impair, on a 


i z= 4 2 air (—1) sin (2k41) an 
Jasi DU CAES T LU 
m cos — = aE EEEN | 
sin? (2k Jiz = 
E Da im (— 1} cos k Z 
(8) COSÉC x = LE — m Sin TET -= aell i 
ë m sin Z k=0 dE UE ds E2 
RI m m 


et lorsque m est pair 


a te Din ob 
(9). séc x =t cos -r Kai Ae 7 ; 
sin? (24 + 1) = Sin 
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T 
E olta gogh 25 


| 2 
(10) coséc æ = tn ng EA . 
m m 


Si Pon fait croitre indéfiniment le nombre entier m, a formules a 
et (9) donnent 


kaw (n RRA 
. (41) De à EN y A ot gedy ia 


Ladko ppp Et 


et les formules (8) et (10). 
HUE nop AS Rte STUNT 
(12) caset æ — TH n + Prepar À 


On peut déduire directement les formules (11) et (12) des formules (5) 
et (6). On a, en effet, 


TEATED A, 1 ad 
coséc e = DA re PE À a) -+ tang a 
2 2 
si l’on remplace dans les formules (5) et (6) æ par Let que l’on 


2 
prenħe la demi-somme des résultats, on obtient la formule (12); en 


: T 
changeant ensuite dans celle-ci æ en E ilar a, on a la formule (11). 
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CHAPITRE VI 


Développement des fonctions circulaires en 
produits. 


249. — On dit qu'un produit d’un nombre infini de facteurs 
Uo Uj U2... 
est convergent, lorsque le produit des n premiers facteurs, produit 
que nous désignerons par P,, tend vers une limite déterminée, quand 
n augmente indéfiniment. 

Nous nous proposons de développer sin æ et cos æ en produits con- 
vergents. Nous avons vu (n° 152) que, lorsque le nombre entier m 
est impair, sin mz s'exprime par un polynome entier en sin z de la 
forme 

sin mz = A; sin z + As sin? z +... An sin” ze 
Il est facile d'obtenir la valeur du premier coefficient A1; on a, en 
effet, 

j I = A H As sin? z +... + An sin" g; 
si l’on fait tendre z vers zéro, le premier membre a pour limite m, le 
second membre se réduit à A1; ainsi A, = m. Si l’on pose sin z=y, 
on aura sin mz = m sin z X fly), f(y) désignant un polynome entier 
pair du degré m — 1 en y et qui se réduit à l'unité pour y =0. L'é- 
quation f(y) = 0 admettant m — 1 racines différentes représentées 


par la formule y = =Œ sin Wi dans laquelle on attribue à k les va- 


a 
m — 1 facteurs binomes correspondants, et l’on a 


‘ 1 1 
POEPEN PIEPER: A O VOEO A V E AA ht vas À s 
n A CE : : ; T x T 
sin — sin — sin 2 — din 2 — 
m m m m 


lourm diko Byr +, ih: le polynome fly) est égal au produit des 
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On en déduit 


pomni i sin? z 
sin mz =msin z | | 2 Pa ua mP 
kæ i sin À = — 

m 


et, en remplaçant z par -Ž , 
m 


À C UD 5] 
(1) sin g = M sin — 1— 
m k=1 
Quand m est impair, on a 
sin mg = cos z (A, sin z + A; sin? g +.. x F Ama sin" 
le coefficient A, étant encore égal à m, on peut écrire 
sin mz = m sin z cos z >< fly), 


f(y) désignant un polynome pair du degré m — 2, qui se réduit à 
l'unité pour y = 0. Les m — ? racines de l'équation /{y) = 0 sont 


3), 


représentées par la formule y = Æ sin k — , dans laquelle on attri- 


bue à k les valeurs 1, 2,3.. v, 2 — 1. On aainsi 


2 
DUR E 
k nad SET 
P . niria 
(2) sin æ = m sin = cos — A f Lots SOEUR 
Iina sin? k.— 
PE à 


220. — Nous avons trouvé de même, quand m est impair, 
cos mz — Bi cos z + Bs cos? z +... B, cos” z 
= cos z (B, + B, cos z +... B, cos” *3) 
=cosz (Ao + À, sin?2 +... A, sin" {z) 
Si, dans cette dernière égalité, on fait z — 0, on voit que le premier 
coefficient A, est égal à l'unité. La parenthèse est une fonction 
paire du degré m— 1 en y, qui se réduit à l'unité pour y = 0; les 
m— 1 racines de ce polynome étant représentées par la formule 


. Qk+1 | ; 
y = Tsm List È , dans laquelle on attribue à # les valeurs 0, 
m— 3 


Lo a 3 »0n aura 


CE 
k -3 sw -r 
‘+ ey cos æ = cos -Z- 2 —  — —— — |, 
m k=? nE Rk- Dr 
sin? ————— 
2m 


Lorsque m est pair, On a 
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cos mz = B, + Ba cos? z +. . . -+ Bm COS” z 

— À, + Assin?z L...—+ AB z, 
le premier coefficient A ayant encore pour valeur l'unité. Les 
m racines du polynome entier en y étant représentées par la 


, dans laquelle on attribue à # les 
2m 


formule y = E sin 


valeurs 0, 1, 2,..., $- 1, ona 
i GH 
sin? — 
t) Ha _ — 1 1 m 
CO æ = j Tta roro E 
p kint Rk + 1)r 
| 2m 
Si l’on fait augmenter m indéfiniment, les facteurs 
sin? En: sin? neid 
| Ve nr Me me he ia du 
sins #CE sin? airaa f 
: m 
ou 
m? sin? Z m? sin? © 
i i -m i m 
EAR Ss =, E —— , 
m? sin? k LT m2 sin? CEE Dr 
Tr m 2m 
ont pour limites 
$ g2 {4x2 


eraen ha TET 
et les expressions précédentes donnent naissance aux produits con- 
vergents d’un nombre infinj de facteurs 


x ; = x? 
6) sin æ = g Puel 
k = œ 4x2 
6 == D Eee cu DA | 
x ose [|], Ca QEF Dr |: 


Mais, pour établir cette transformation d’une manière rigoureuse, il 
est nécessaire de démontrer d’abord quelques propositions prélimi- 
paires. 


224. — Le produit 


o (+5) (+8) (+5) 


dans lequel a désigne une quantité réelle quelconque, est convergent. 
En effet, le produit P, os premiers facteurs augmente avec n; 


un facteur quelconque 1 + p étant moindre que e77, le produit Pn 
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est plus petit que e°”, Sn désignant la somme des n premiers termes 
de la série convergente 


a? a? a? 
os 2 00 RS du 
La somme $, étant moindre que sa limite S, le produit P, est à plus 


forte raison plus petit que e°. Ce produit croissant avec n, et restant 


constamment plus petit qu’une quantité déterminée e, tend évidem- . 
ment vers une limite. 
Le produit 


a? a? a2 \ 
6 pet) ti) (A 


est aussi convergent. On suppose que la quantité réelle a n’est pas 
un nombre entier afin que tous les facteurs soient différents de zéro. 
Prenons, en effet, un nombre n tel que la série convergente 
a? a2 a? y 
SEEE Ca Ti 
ait une somme S4, inférieure à l’unité, et considérons les facteurs à 
2 . F 
partir de 1 — Si le produit des deux premiers facteurs est plus 
n 


a? a? 3 . 
grand que 1 — —— >, de même le produit des trois pre- 
miers est plus grand que 1 — 2 ie a ES <T 

| ot Pme EDS ME 
de suite. Ces divers facteurs étant moindres que l'unité, le produit 
diminue, quand le nombre de facteurs augmente; comme il reste tou- 
jours plus grand que 1 — S4, il tend vers une limite déterminée dif- 


férente de zéro. 


et ainsi 


222. — Considérons enfin le produit indéfini 


(9) ( +) (i +5) ( has) AR 


dans lequel z désigne une quantité quelconque, réelle ou imaginaire, 
2 
dont le module est p et Pargument 6. Le facteur (i +E) a pour 


4 2 
module a = 1 +£ wk 2 cos 29 et son argument est 
déterminé par la formule ; 
-Ê sin 29 
n2 


tang yn = A 


P 
1 T cos 20 


Le produit des modules des facteurs tend vers une limite déterminée. 
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Car, si cos 29 est positif, le module p,est plus grand que l'unité, mais 
plus petit que 1 + du , et nous avons vu que le produit 


( PANA lns AL AeA 


est convergent. Si cos 29 est négatif, à partir d’une valeur de n suffi- 
>- samMent grande, le module p, est plus petit que l’unité, mais plus 


grand que ( | — L , et nous avons vu que le produit 


CE 


est aussi convergent. 

Considérons l'argument y, ; à partir d’une valeur de n suffisamment 
grande, tang yn» a le signe de sin 26, et sa valeur numérique est infé- 
p? 
n?—p 

« . T a T : . 
pris, soit entre 0 et T° soit entre 0 et — LR suivant que sin 29 est 


rieure à 


ms On peut alors supposer que largument est com- 


positif ou négatif ; d’ailleurs la valeur numérique de argument est aussi 
i i 
plus petite que 


z + Mais on sait que la série 
pp 
2 2 2 
p; iey p p Ori 
np? + (n+12—p? y (n42)? — p? u 
est convergente (ne 215) ; donc la somme des arguments des facteurs 
tend vers une limite déterminée, quand le nombre des facteurs croît 
indéfiniment, Puisque le module et l'argument de P, tendent vers des 
limites déterminées, quand n croît indéfiniment, le produit Pn tend 
lui-même vers une limite. 
On conclut de là que le produit 


IL (i æ? 
pa k=1 E k2 =) 


; i æi 
est convergent; car on obtient ce produit en remplaçant z par e 
dans le produit (9). 


223. — Il cst facile de comparer à ce produit convergent le produit 


sanie 


qåi entre dans Pexpression de sin æ. 


” “4 
sin? — 
m 


x T 
SR À — 
m 
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Appelons Pa et P’, les produits des n premiers facteurs de P et de 
P’, Qa et Q’n les produits de tous les autres facteurs. On peut prendre n 
assez grand pour que le module de Qna — 1 soit moindre que la quan- 
tité positive très-petite à. Ayant choisi n de cette façon, on peut 
prendre m assez grand pour que le module de la différence P’, — Pn 
soit moindre que à, si] 

Considérons les deux fractions 


st œ 
sin — — 
m m 

1 ? 

s T T 
sin p — — 
agn Re 


dans lesquelles p désigne un nombre supérieur à n, mais au plus égal 
Mori , OÙ à 1L — 1; quand m augmente indéfiniment, le rap- 


port des numérateurs tend vers une limite égale à Punité; on peut 
donc prendre m assez grand pour que le module de ce rapport soit 
plus petit que 1 + à. Le rapport des dénominateurs est compris entre 


sin æ 
Let 5: il est aisé de voir, en effet, que le rapport a sa dé- 


Ent 2 
rivée négative, et par conséquent va en diminuant de 1 à Tr quand 


æ croit de 0 à . ; l'arc L étant moindre que— „la valeur du rapport 


; Or 
sin —— 
2 
est plus grande que 75 Le rapport de la première fraction 
ET 
\ 
à la seconde a donc un module plus petit que ihe. . Si l'on dé- 


signe par 2)» Ce rapport, on aura 


in ais Il ( Le x? a ) 
p? r2 
la lettre p recevant dans le produit toutes les valeurs entières de n à 


—1 À 
ita 9 ou à < — 1. Appélons æ le nombre positif bn À „et 


considérons le produit 
o,=T[(+<) 


dans lequel on attribue à la lettre p les mêmes valeurs. Imaginons les 
produits Q/, et Q”n effectués, et que de chacun d’eux on retranche 
l'unité, les modules des termes de Q,— 1 seront respectivement 
moindres que les termes correspondants de Q” — 1. Le produit d’un 
nombre infini de facteurs 
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a? as 
étant convergent, on peut supposer que l’on prenne n assez grand, 
pour que Q”, — 1 soit moindre que à; le module de Q/, —1 sera 


alors moindre que à. 
Cela posé, on a 


P'—P= PQ n — Pnn = (P'a — Pr) Qn + Pa (Qh — 1) — (Qh — 1)]; 
le module de P°—P est plus petit que la somme des modules des deux 


quantités (P'an — Pr)Q'n, Paf(Q'n—1) — (Qr — 1)]; le module de la pre- 
mière quantité est plus petit que (1 +5); comme on a P= 
p 


— = ————, si l’on appelle M le module de P, le module 
a TF 4? 


de P, sera moindre que ES , €t par suite, le module de la quan- 


ç 


M 
tité PA[(Qn — 1) — Qha — 1)] sera moindre que a ; le module de 


: 25M 
P’ — P est donc ain petit que la quantité (l + 5) LEE - 


1—8 
oua! 1+5+ = 5 =) quantité que l’on peut rendre aussi petite 


qu M veut. On en conclut que les deux produits P et P’ sont égaux 
entre eux, et l’on obtient ainsi la formule (5). 

On démontrerait de la même manière la formule (6) qui donne le 
développement du cosinus. 


224. — Des formules (5) et (6), on déduit, en prenant les loga- 
rithmes, 


k— 2 
(10) L sin & = Le DE Li ee) 
= 4x? \ 

(11) L cos æ =5 L(- De, 


Mais on démontre que l’on a, pour toutes les valeurs de œ dont le 


. T 
module est moindre que m ou — 


2 F 
x£ g? æ* 6% 
Ds) ps — Her He 
agt yN RENA 2 à P 
Li EFA) = FA E E H — 


Si l'on ordonne par rapport à æ, on obtient les séries 


; tS | 
(12) Lsin e = Le 5 Ÿ dx De =i 
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a pt TRS de PAU bi D 4 à 
(13) Lens St TT ED SETTE 376 (261 
On peut employer ces formules pour calculer directement le loga- 


rithme du sinus ou du cosinus d’un arc, sans calculer préalablement 
le sinus ou le cosinus lui-même. 


FORMULE DE WALLIS. 


225. — Si, dans la formule (5) on fait æ = . „il vient 


2 h=®, 1 jes k= o, (2k —1) (2% +1) 
( iis kast 2k 2k A 


mi 1 


R ai keni 
d’où 
FA » k = œ AE 2e 
an 5 (24 — 1) (24 +1) ? 


(14) — — 


c’est-à-dire 
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